Fisica P.A.U. GRAVITACION 1

Gravitacion
Método, aproximaciones y recomendaciones

¢ PROBLEMAS

e Satélites

1. Un satélite artificial de masa 10% kg gira en torno a la Tierra a una altura de 4-10> km sobre la superfi-
cie terrestre. Calcula:
a) Su velocidad orbital, aceleracion y periodo, supuesta la drbita circular.
b) Halla el médulo del momento angular del satélite respecto del centro de la Tierra.
¢) Enuncia las leyes de Kepler.
Datos: Rr = 6,37-10° m; g, = 9,81 m/s>. (P.A.U. sep. 16)
Rta.: a) v = 6,20 km/s; T= 2 h 55 min; a = 3,70 m/s* b) Lo = 6,42-10** kg-m?/s.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R=6,37-10°m

Altura de la 6rbita h=4,00-10* km = 4,00-10° m
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,81 m/s?

Masa del satélite m =100 kg

Incognitas

Valor de la velocidad del satélite en su orbita alrededor de la Tierra v

Periodo de rotacion del satélite alrededor de la Tierra T

Valor de la aceleracion del satélite a

Moédulo del momento angular del satélite respecto del centro dela Tierra Lo
Otros simbolos

Constante de la gravitacion universal G
Masa de la Tierra M
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0 M-m 3
. ,o. G™
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) P
2.2 ley de Newton de la Dindmica YF=m-a
. . .. . . . , 2n-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= T

. . . . 2
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v

L . ay=—

en una trayectoria circular de radio r Ny

Momento angular de una particula de masa m que se mueve con una velo- Lo=rx m- v
cidad, v, a una distancia, r, de un punto O que se toma como origen

Solucion:

a) Se calcula el radio de la orbita:
r=R+ h=637-10° [m] + 4,00-10° [m] = 1,04-10" m

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G

-
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:
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En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actta.

yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m 3]

F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M-m v
2 =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacién es:

G-M=g, R
Se sustituye G - M por g, - R* en la ecuacion de la velocidad orbital.

v:\/go-RZZ\/9,81 [m/s?]-(6,37-10° [m])?
r 1,04-10" [m |

=6,20-10° m/s=6,20 km/s

Analisis: Se espera que un objeto que se mueva alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El
resultado de 6,20 km/s estd de acuerdo con esta suposicion.

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

,=27R _2mer 2-3,14-1,04-10" [m]

=T = S
v 6,20-10° [m/s]

=1,05-10* s=2 h 55 min

Andalisis: El periodo de un satélite en 6rbita baja (300-400 km) es de hora y media. El valor obtenido es mayor,
porque la altura de la 6rbita 4000 km también lo es.

La tnica fuerza que actiia sobre el astronauta es su peso, o sea, la atraccion gravitatoria de la Tierra. Por la
ley de Newton de la gravitaciéon universal, en la érbita de radio r:
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M-m_g,R*m

2 2
r r

F=G

La aceleracion sera:

F g, R* 981[m/s’]-(6,37-10° [m])?
a=—= =

=3,70 m/s’
m (1,04-10" [m])°

b) El momento angular de una particula de masa m que se mueve con una velocidad, v, a una distancia, r,
de un punto O que se toma como origen es:

Lo = rxm-v
El médulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra es:
|Lo| = [r] - m - [v] - sen & = 1,04-10” [m] - 100 [kg] - 6,20-10° [m/s] - sen 90° = 6,42-10*2 kg-m?/s

c) Las leyes de Kepler pueden enunciarse asi:

1.* ley: Los planetas se mueven en 6rbitas elipticas alrededor del Sol que ocupa uno de los focos de la elipse.
2.2 ley: El radiovector que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales.

3.2 ley: Los cuadrados de los periodos de los planetas alrededor del Sol son directamente proporcionales a
los cubos de los semiejes mayores de las elipses.

2. La nave espacial Discovery, lanzada en octubre de 1998, describia alrededor de la Tierra una drbita cir-
cular con una velocidad de 7,62 km-s™":
a) ;A qué altura sobre la superficie de la Tierra se encontraba?
b) ;Cuanto tiempo tardaba en dar una vuelta completa?
¢) ;Cuéntos amaneceres veian cada 24 horas los astronautas que iban en el interior de la nave?
Datos: G = 6,67-107"" N-m*-kg™?; Rr = 6370 km; My = 5,98-10* kg. (P.A.U. jun. 16)
Rta.: a) h =503 km; b) T=1h 34 min; c¢) n = 15.

Datos Cifras significativas: 3
Velocidad del satélite en su Orbita alrededor de la Tierra. v=17,62km/s = 7,62-10°> m/s
Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Masa de la Tierra M =5,93-10*"* kg
Constante de la gravitaciéon universal G=6,67-10" N-m*kg™
Incognitas
Altura de la orbita h
Tiempo de una vuelta completa T
Numero de vueltas en 24 horas n
Otros simbolos
Masa del satélite m
Radio de la orbita r
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal =G M-m o
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P
2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

T

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

T

. . . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
L. . ay=—

en una trayectoria circular de radio r N

Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:
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M-m

2
r

F,=—G

->
uV

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En mddulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leraciéon tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Gnica fuerza que actda.

sF=F;

La 2.2 ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m 3]

F.=m-ay

Sustituyendo la expresiéon del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m Y
;s mT-
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

a) Se despeja el radio de la 6rbita de la expresion de la velocidad orbital:

_G-M_6,67-10 " [m/s’]-5,98-10* [m]

=6,87-10° m
v (7,62-10° [m/s])?

r

Se calcula la altura restando el radio de la Tierra del radio de la 6rbita:
h=r-R=687-10° [m] - 6,37-10° [m] = 5,0-10° m = 500 km
Andalisis: Se espera que la altura de un satélite en orbita baja alrededor de la Tierra sea alrededor de 400 km. EI

resultado de 500 km esta de acuerdo con esta suposicion.

b) El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27 2x-r _2-3,14-6,87-10°
y= 2R po2mer 231468710 m]_ o ) s 21 b 34 min
T v 7,62-10° [m/s]
¢) El nimero de amaneceres que ven los astronautas en 24 h es:
24 h
n= =15
1,57 h

3. Un satélite artificial de 500 kg de masa gira en una 6rbita circular a 5000 km de altura sobre la super-
ficie de la Tierra. Calcula:
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a) Su velocidad orbital.

b) Su energia mecanica en la érbita.

c) Laenergia que hay que comunicarle para que, partiendo de la 6rbita, llegue al infinito.

Datos: R = 6370 km; g, = 9,8 m-s™. (P.A.U. sep. 15)
Rta.: a) v=5,91 km/s; b) E = -8,74-10° J; ¢) AE = 8,74-10° ].

Datos Cifras significativas: 3
Masa del satélite m =500 kg

Altura de la 6rbita h =5000 km = 5,00-10° m
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra go = 9,80 m/s?

Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Incégnitas

Velocidad orbital v

Energia mecanica del satélite en 6rbita E

Energia que hay que comunicarle para que llegue al infinito AE

Otros simbolos

Masa de la Tierra M

Constante de la gravitaciéon universal G

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m 3

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P

2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= 27; s

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, %

en una trayectoria circular de radio r N

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+1?

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G Mr n

Energia mecanica E=E. +E

Solucion:

a) Se calcula el radio de la 6rbita:
r=R+ h=637-10° [m] + 5,00-10° [m] = 11,37-10° m

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G

>
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccién de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.
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yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los modulos, queda:

> -
|Z F |: m-|a|

F.=m-ay
Sustituyendo la expresién del modulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M-m W

=M —
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m

RZ

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:
G-M=g, R

Se sustituye G - M por g, - R en la ecuacion de la velocidad orbital.

R’ 2], .10° 2
v= 8o :\/9’80 [l’l’l/S ] (6’?;7 10 [1’1’1]) =5,91- 103 m/s=5,91 km/s
r 11,37-10° [m]

Analisis: Se espera que un objeto que se mueva alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El
resultado de 5,91 km/s esta de acuerdo con esta suposicion.

b) Se calcula la energia potencial:

Eo_gMm _ & R-m_ 9.80[m/s’]:(6,37-10° [m])*-500 [kg]
’ r r 11,37-10° [m]

=—1,75-10"J

Se calcula la energia cinética:
E.=m-/2 =500 [kg] - (5,91-10° [m/s])? / 2 = 8,74-10° ]
La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.
E=E.+E, = 87410° [J] + (-17,5-10° [J]) = -8,74-10° ]

Analisis: Se puede demostrar que la energia mecanica tiene el valor opuesto al de la energia cinética sustitu-
yendo G - M / r por v’ en la expresion de la energia mecanica:

1 M- 1 1
E:EC+EP=5m-v2—G mz—m-vz—m-vzz—gm-vzz—E

C

r

c) La energia potencial en el infinito es nula, porque se toma como origen de energias potenciales. Supo-
niendo que llega al infinito con velocidad nula, la energia que tendra en el infinito sera nula. La energia
que hay que comunicarle es:

AE = E(co) — E(6rbita) = 0 — (-8,74-10° ]) = 8,74-10° ]
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4. El vehiculo espacial Apolo VIII estuvo en drbita circular alrededor de la Luna a 113 km sobre su super-
ficie. Calcula:
a) El periodo de la orbita.
b) Las velocidades lineal y angular del vehiculo.
c) Lavelocidad de escape a la atraccion lunar desde esa posicion.
Datos: G = 6,67-107"" N-m*-kg™?; R(Luna) = 1740 km; M(Luna) = 7,36-10* kg. (P.A.U. jun. 15)
Rta.: a) T=1h 59 min; b) v= 1,63 km/s; w = 8,79-107* rad/s; c) v. = 1,68 km/s.

Datos Cifras significativas: 3
Masa de la Luna M =17,36-10 kg

Radio de la Luna R=1740km = 1,74-10° m
Altura de la 6rbita h=113km =1,13-10°m
Constante de la gravitaciéon universal G=6,67-10" N-m*kg™
Incognitas

Periodo de la 6rbita T

Valor de la velocidad lineal del satélite v

Velocidad angular del satélite 1)

Velocidad de escape en la 6rbita de la Luna Ve

Otros simbolos

Masa del satélite m

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =G M-m 7

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N o

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

. . . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
=

en una trayectoria circular de radio r Ny
Velocidad angular en un movimiento circular de periodo T w=2n/T
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E. =% m-+
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G

r
Energia mecéanica E=E. +E
Solucion:

b) Se calcula el radio de la 6rbita del Apolo VIII:
r=R+ h=17410° [m] + 1,13-10° [m] = 1,85-10° m

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F.=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En mddulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leraciéon tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:
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Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.

>F= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=mal

F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m v
s mT-

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Se sustituyen los datos en la ecuacion de la velocidad orbital:

=1,63-10° m/s=1,63 km/s

v:\/6,67-10“ [N-m’®-kg *]-7,36-10” [kg]
1,85-10° [m]

a) El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

23-5. . . . 6
=i _2:314 1’835 10 [m]:7,15-103s:1 h 59 min
v 1,63-10° [m/s]

21 R
V=

b) Se calcula la velocidad angular:

_2m _2-3,14 [rad]

T  7,15-10° [s]

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a

una distancia infinita del centro del astro.
La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E. + Ep)w - (Ec + Ep)l

=8,79-10 * rad/s

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Ew=(E.+E)x=0+0=0
La energia necesaria seria:

AE =% m- v = (E + E)e — (Ep)

%mvizo—(—GM‘m)ZGM'm

r r

Despejando la velocidad de escape de un satélite en 6rbita, queda:

[ M
v, =12G—
.
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Si la direccion de escape es perpendicular a la velocidad del satélite en la 6rbita, esta es la velocidad per-
pendicular que hay que suministrarle.

Si la direccion de escape es paralela a la direccion de movimiento del satélite, hay que tener en cuenta su
energia cinética.

Si el sentido de la velocidad de escape fuese el mismo que el del movimiento del satélite, habra que propor-
cionarle una velocidad adicional igual a la diferencia entre la velocidad de escape y la que ya tiene.

c) Se calcula la velocidad de escape:

7.36-10" [kg]

10| ]:1,68-103m/s:1,68km/s
1,74-10° [m

M
Ve= \/G 7 :\/6,67 10 " [N-m® kg ’]

5. Ceres es el planeta enano mas pequerio del sistema solar y tiene un periodo orbital alrededor del Sol
de 4,60 afios, una masa de 9,43-10*° kg y un radio de 477 km. Calcula:

a) Elvalor de la intensidad del campo gravitatorio que Ceres crea en su superficie.

b) La energia minima que ha de tener una nave espacial de 1000 kg de masa para que, saliendo de la
superficie, pueda escapar totalmente de la atraccion gravitatoria del planeta.

¢) La distancia media entre Ceres y el Sol, teniendo en cuenta que la distancia media entre la Tierra y
el Sol es de 1,50-10"" m y que el periodo orbital de la Tierra alrededor del Sol es de un afo.

Dato: G = 6,67-107"" N-m*-kg™.
Rta.: a) g = 0,277 m/s*; b) E = 1,32:10* J; ¢) r = 4,15-10"' m.

Datos

Periodo orbital de Ceres

Masa de Ceres

Radio de Ceres

Masa de la nave espacial

Distancia de la Tierra al Sol

Periodo orbital de la Tierra

Constante de la gravitaciéon universal

Incognitas

Intensidad del campo gravitatorio en la superficie de Ceres
Energia de la nave espacial en la superficie de Ceres para escapar
Distancia media entre Ceres y el Sol

Otros simbolos

Masa del Sol

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual)

2.2 ley de Newton de la Dinamica

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

Aceleracion normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v,

en una trayectoria circular de radio r

Intensidad del campo gravitatorio terrestre a una distancia r del centro

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito)

Energia mecanica

Solucion:

(P.A.U. sep. 14)

Cifras significativas: 3
T, = 4,60 afios = 1,45-10% s
M =9,43-10% kg

R =477 km = 4,77-10° m
m = 1000 kg

r, = 1,50-10"" m

T, = 1,00 afios = 3,16-10” s
G =6,67-10"' N-m*-kg

8
AE
r
M
F=—c—a,
_ _r
YF=m-a
2n-r
2
v
ay=—
F M
=—2=G—
g m 2
E.=%m-+V
Ep:—GM.m
r
E=E. +E

a) La intensidad del campo gravitatorio creado por la masa esférica, M, del planeta (enano) Ceres en su su-
perficie, a una distancia, R, de su centro es la fuerza gravitatoria sobre la unidad de masa:
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M -m

G
F 2 1020
g:—G:—R:GMZ:aémo‘“ [N-m* kg ™*] ws[kg]z:o,zw m/s’
m m R (4,77-10° [m])
b) Se calcula la energia potencial de la nave espacial en la superficie de Ceres:
20
=—6,67-10 "'[N-m*-kg °] 9,43-10 [kg]s 1000 [kg]:—1,32-108J E=-G M.m
4,77-10" [m] r

La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.

La energia potencial de la nave espacial a una distancia muy grande de Ceres sera nula, porque se toma el
infinito como origen de energias potenciales.

La energia minima que ha de tener en la superficie sera la que corresponde a una energia cinética nula
muy lejos de Ceres.

Por tanto, la energia mecanica que tendra la nave espacial muy lejos de Ceres sera nula.

La energia minima sera la diferencia entre la energia en el infinito y la que tiene en la superficie:

AE=E. - E,=0-(-1,32:10° [J]) = 1,32:10° ]

¢) Tanto la Tierra como Ceres describen trayectorias aproximadamente circulares alrededor del Sol, pu-
diéndose considerar satélites del mismo.
La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos, T, de los planetas en su movimiento alrede-
dor del Sol, son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus orbitas elipticas.
Si se hace la aproximacion de que las 6rbitas son practicamente circulares de radio 7, la expresiéon matema-
tica de esta ley seria:

T p—

-

2
2

l\?wlﬂ*b&

Esto se puede demostrar para orbitas circulares.
La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacion universal:

M-m

2
r

F.=—G i,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u., el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

YF= ?G
La 2.* ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

|2 Fl=m-(al
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F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m v
S =m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
v:
T

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\’ _G-M
T r

Agrupando términos:
4 r=G-M-T
Para dos planetas, 1y 2, se dividen las expresiones correspondientes:

47 -r, 6-M-T,

1

4t r) G-M-T?

Se aplica esta ley a la Tierra y a Ceres:

rn_[150-10" [m]]
(4,60 [afio])® (1[afo])®

Se calcula la distancia media de Ceres al Sol:

r.=1,50-10" [m]V4,60°=4,15-10" m
Andalisis: El radio calculado de la 6rbita de Ceres sale mayor que el de la Tierra, como cabe esperar.

(r; = 4,15:10" m) > (r, = 1,50-10" m)

6. Se desea poner un satélite de masa 10° kg en 6rbita alrededor de la Tierra y a una altura dos veces el
radio terrestre. Calcula:
a) La energia que hay que comunicarle desde la superficie de la Tierra.
b) La fuerza centripeta necesaria para que describa la 6rbita.
c) El periodo del satélite en dicha orbita.
Datos: R = 6370 km; g, = 9,8 m/s”. (P.A.U. sep. 13)
Rta.: a) AE = 5,20-10*° J; b) F=1,09-10°N; ¢) T=7 h 19 min.

Datos Cifras significativas: 3
Masa del satélite m =10° kg = 1,00-10°> kg
Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Altura de la 6rbita h=2-6370 km = 1,27-10' m
Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra go = 9,80 m/s?
Incégnitas

Energia que hay que comunicarle desde la superficie de la Tierra AE

Fuerza centripeta necesaria para que describa la 6rbita F

Periodo orbital del satélite T

Otros simbolos

Masa de la Tierra M

Constante de la gravitacion universal G
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Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal =G M-m 7
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) © PP
2.2 ley de Newton de la Dindmica YF=m-a
. . o . . . , 2m-r
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= T
. . . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
o . ay=—
en una trayectoria circular de radio r Ny
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+?
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
’
Energia mecanica E=E +E

Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F,=—G

->
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:

2

v
a,=—
Noop

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actua.
yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=mal

Fo=m-ay
Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M-m v?

T=m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
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usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m
RZ

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:

G-M=g, R
c) Se sustituye G - M por g, - R* en la ecuacién de la velocidad orbital:

R ‘R’ ‘R 21.6.37-10°
v:\/ 8o :\/ gg - :\/ g03 :\/ 9,80 [m/s’] 36,37 10 [m]:4,56,103 m/s=4.56 km/s
r .

Andalisis: Se espera que un satélite en orbita alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El re-
sultado esta de acuerdo con esta suposicion.

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27 R 2n-r _2-3,14-1,91-10 :
y= 2R po2mer 2304 L9110 [m]_) 0 66 o7 b 18 min
T v 4,56-10° [m/s]
b) Se calcula la fuerza centripeta:
8o R
2 3 2
3 m- 1,00-10° | kg |- 9,80
F=m-ay=m-—=m =8 L [ke]-9, [mls]:1,09-103N
r 3-R 9 9

a) Se calcula la energia potencial en el suelo:

M'm__go'Rz'm

E,(suelo) =—G
ol ) = 2

= —g,-R-m=-9,80 [m/s"]-6,37-10° [m]-1,00- 10’ [kg]=—6,24 - 10" ]

Se supone que en la superficie de la Tierra el satélite esta en reposo’, por lo que su energia cinética es nula.
Se calcula el radio de la orbita:

r=R+h=R+2R=3R=3-6,37-10°[m] = 1,91-:10' m
Se calcula la energia potencial en la 6rbita:

. .R%. .R- E _ L1010
E,(6rbita) :—GM m__& m__5 m:ﬁ:wz_z’og.lomj
r 3R 3 3 3

Se calcula la energia cinética en Orbita:
E.(érbita) = m - v* /2 = [1,00-10° [kg] - (4,56-10° [m/s])?] / 2 = 1,04-10*° ]
La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.
E(6rbita) = E(6rbita) + E,(6rbita) = 1,04-10% [J] + (~2,08-10% [J]) = -1,04-10° J

Andalisis: Se puede demostrar que la energia mecanica tiene el valor opuesto al de la energia cinética sustitu-
yendo G - M / r por v’ en la expresion de la energia mecanica:
M-m

1 1 1
E:EC+EP=Em-v2—G 25m~v2—m-v2=—5m-v2=—E
r

C

La energia que hay que comunicarle al satélite en la superficie de la Tierra es la diferencia entre la que ten-
dra en Orbita y la que tiene en el suelo:

AE = E(brbita) — E(suelo) = -1,04-10% [J] - (-6,24-10™ [J]) = 5,20-10™ ]

Para un sistema de referencia en el centro de la Tierra, cualquier punto de la superficie tiene velocidad debido a la
rotacion terrestre. La velocidad de un punto de la superficie terrestre vale: v=w- R=2n R/ T = 463 m/s. Para un
objeto de 1000 kg, la energia cinética seria E. = % m - v* = 1,07-10® ] mucho menor que el valor absoluto de la ener-
gia potencial (6,24-10*° ])
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7. Un satélite de 200 kg describe una 6rbita circular a 600 km sobre la superficie terrestre:
a) Deduce la expresion de la velocidad orbital.
b) Calcula el periodo de giro.
c) Calcula la energia mecanica.
Datos: R = 6400 km; g, = 9,81 m/s”. (P.A.U. jun. 13)

Rta.:a) v=, M ; b) T=1h 37 min; b) E = -5,74-10° J.
r

Datos Cifras significativas: 3
Masa del satélite m =200 kg

Altura de la orbita h =600 km = 6,00-10° m
Radio de la Tierra R = 6400 km = 6,40-10° m
Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,81 m/s?
Incognitas

Velocidad del satélite en su 6rbita alrededor de la Tierra
Periodo orbital del satélite

Energia mecanica del satélite en orbita

Otros simbolos

Masa de la Tierra M
Constante de la gravitaciéon universal G
Ecuaciones

<

Ley de Newton de la gravitacion universal I =0 M-m

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N r

2.2 ley de Newton de la Dinamica F=m-a
2n-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

Aceleracion normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v

en una trayectoria circular de radio r N

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+

M-m
r

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G

Energia mecanica E=E.+E,
Solucion:

a) Se calcula el radio de la orbita:
r=R+ h=6,40-10° [m] + 6,00-10° [m] = 7,00-10° m

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G U,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacién universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:
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Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.

3F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
2 Fl=m 2]
F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
G M :H —
r r
Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
G-M
V=
-

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m

RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:

G-M=g, R
Se sustituye G - M por g, - R® en la ecuacién de la velocidad orbital.

v:\/ gO-Rzz\/9,81 [m/s*]-(6,40-10° [m ]}
r 7,00-10° [m]

=7,58-10° m/s=7,58 km/s

Analisis: Se espera que un satélite en orbita alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El re-
sultado esta de acuerdo con esta suposicion.

Especificamente el enunciado del problema no pide que se calcule la velocidad, pero mejor es calcularla por si
acaso. Ademas, se va a necesitar en el calculo del periodo orbital.

b) El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

6
y=2UR o2 -2:312:7.00-10 [m]_ 5 1.10° s=1 h 37 min
T v 7,58-10° [m/s]
c) Se calcula la energia potencial:
. -R*-m 27, 106 2
Epz—GM m __ & __ 981 [m/s*]-(6,40 1? [m])*-200 [kg]:—l,15-101°]
r r 7,00-10° [m]

Se calcula la energia cinética:
Ec=m-1*/2 =200 [kg] (7,58-10° [m/s])? = 5,74-10° ]
La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial:
E=E, +E, = 57410° [J] - 1,15-10% [J] = -5,8-10° ]

Andalisis: Se puede demostrar que la energia mecanica tiene el valor opuesto al de la energia cinética sustitu-
yendo G - M / r por vZ en la expresion de la energia mecanica:
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1 M-m_1 1
E:EC+EP=Em-v2—G =—m-v2—m-v2=—5m-v2=—E
r

C

Sabiendo esto se puede escribir el valor de la energia mecanica con tres cifras significativas, en vez de las dos
cifras del resultado anterior obtenido siguiendo las reglas de operaciones con cifras significativas Z:

E=-57410"]

8. Laluz del Sol tarda 5:10% s en llegar a la Tierra y 2,6:10° s en llegar a Jupiter. Calcula:
a) El periodo de Jupiter orbitando alrededor del Sol.
b) La velocidad orbital de Jupiter.
¢) La masa del Sol.
Datos: T (Tierra) alrededor del Sol: 3,15-10” s; ¢ = 3-10* m/s; G = 6,67-107'" N-m?*-kg™. (Se suponen las
oOrbitas circulares). (P.A.U. sep. 12)
Rta.:a) T=3,74-10°s; v=1,31-10* m/s; b) M = 2,01-10*° kg.

Datos Cifras significativas: 3
Tiempo que tarda la luz del Sol en llegar a la Tierra t; = 5,00-10* s = 500 s
Tiempo que tarda la luz del Sol en llegar a Jupiter t, = 2,60-10% s

Periodo orbital de la Tierra alrededor del Sol T, =3,15-10" s
Velocidad de la luz en el vacio ¢=3,00-102 m/s
Constante de la gravitacién universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Incognitas

Periodo orbital de Japiter T,

Velocidad orbital de Jupiter v

Masa del Sol M

Otros simbolos

Masa de Japiter o la Tierra m

Distancia de un planeta al Sol r

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacién universal =0 M-m 7
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) © o

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= ZnT 4

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, W

en una trayectoria circular de radio r N

Solucion:

Se calculan las distancias de la Tierra al Sol y de Jupiter al Sol, teniendo en cuenta la velocidad de la luz.
Tierra: = c- t, =3,0010° [m/s] - 5,00-10% [s] = 1,50-10" m

Japiter: r. = c- t, = 3,00-10% [m/s] - 2,60-10° [s] = 7,80-10"* m

Se resuelve primero el ultimo apartado.

c) La masa del Sol puede calcularse de la expresion de la velocidad de un satélite que gira a una distancia r
alrededor del centro de un astro de masa M.

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una orbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

-
— -
F,=—G u,
En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:
M-m

2
r

Fo=G


https://materiactual.files.wordpress.com/2014/07/op_cifras_significativas-y-redondeo.pdf#page=3
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En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actta.

3»F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=mal
F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M-m v
2 =m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad de la Tierra alrededor del Sol se calcula a partir de su periodo orbital:

2m-r _2-3,14-1,50-10" [m]

v= - =2,99-10" m/s
T 3,15-10" [s]
Se despeja la masa del Sol de la velocidad orbital de la Tierra como satélite:
. ‘or_(299-10" *.1,50-10"
v:\/G Moy (2 [nffls]) 2010 ml_ ) 01-10" kg
r G 6,67-10 " [N-m”-kg |

b) Se emplea la ecuacion anterior para calcular la velocidad de Japiter:

—11 2 —2 30
v=, EM :\/ 6,67-10  [N-m -kgu ]-2,01-107 [kg]_ 1 3110 1 /s=13.1 km/s
r 7,80-10  [m]

a) El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27-R 21w-r . . .10M
= 2T LT,= 22314 7,8? 10 [m]:3’74.1088
v 1,31-10" [m/s]

Analisis: La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los
cubos de los radiovectores que unen al Sol con los planetas. A mayor distancia al Sol, mayor periodo. Este méto-
3

, r
do, daria: TZ:Tl\/—Z:S,lS-lO7 [s]\/

3

11
wu[rn])s:&'ﬁl'loig S.
(1,5-10" [m])

3
"

9. Un satélite artificial de 200 kg describe una érbita circular a una altura de 650 km sobre la Tierra. Cal-
cula:
a) El periodo y la velocidad del satélite en la 6rbita.
b) La energia mecanica del satélite.
c) El cociente entre los valores de la intensidad de campo gravitatorio terrestre en el satélite y en la



Fisica P.A.U. GRAVITACION 18

superficie de la Tierra.
Datos: M = 5,98-10** kg; R = 6,37-:10° m; G = 6,67-10""" N-m?*-kg™>. (P.A.U. sep. 11)
Rta.: a) v=7,54 km/s; T=1h 38 min; b) E = -5,68-10° J; ¢) guw/go = 0,824.

Datos Cifras significativas: 3
Masa del satélite m =200 kg

Altura de la Orbita h =650 km = 6,50-10° m
Masa de la Tierra M=59810* kg

Radio de la Tierra R=6,37-10°m
Constante de la gravitacién universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Incognitas

Valor de la velocidad del satélite en su oOrbita alrededor de la Tierra v

Periodo orbital del satélite T

Energia mecanica del satélite en 6rbita E

Cociente entre los valores de g en el satélite y en la superficie de la Tierra. gi/go
Otros simbolos

Masa de la Tierra M
Constante de la gravitaciéon universal G
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m 3
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P
2.2 ley de Newton de la Dindmica SF=m-a
. . .. . . . , 27-r
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= T
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, o= 12
en una trayectoria circular de radio r N
. . . . . Fq M
Intensidad del campo gravitatorio terrestre a una distancia r del centro 8= "= G—
r
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
r
Energia mecénica E=E.+E

Solucion:

a) Se calcula el radio de la érbita:
r=R+ h=637-10° [m] + 6,50-10° [m] = 7,02-10° m

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:
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Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.

3F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
2 Fl=m 2]
F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
G M :H —
r r
Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
G-M
V=
-

Se calcula la velocidad:

G-M 10" [N-m> ke *1-5.98-10%*
vz\/— :\/6’67 10 [Nm kg ]-598-10" [kg]_; 54 10% 1/6=754 km/s

r 7,02-10° [m]
Analisis: Se espera que un objeto que se mueva alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El

resultado esta de acuerdo con esta suposicion.

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

6
v:2n R 2T:2n r_z314 7’032 10 [m]:5,85-103s=1h38 min
v 7,54-10° [m/s]
b) Se calcula la energia potencial:
M- 10" [N-m’- kg *]-5,98-10** [kg]-200 [k
Eo_gMm __667-10 [N-m* kg ™]-5,98-10" [kg]-200 [ g]:—1,14-101°J

P r 7,02-10°[m ]
Se calcula la energia cinética:
E.=m-+* /2 = [200 [kg] (7,54-10° [m/s])?] / 2 = 5,68-10° ]
La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial:
E=E. +E, =56810° [J] + (- 1,1410 [J]) = -5,68-10°

Analisis: Se puede demostrar que la energia mecanica tiene el valor opuesto al de la energia cinética sustitu-
yendo G - M / r por v’ en la expresion de la energia mecanica:

M-m 1 2 2 1 2
=—m-v—-m-v Z—Emw =—F

E:EC+EP:%m'v2—G )

r

c) La intensidad del campo gravitatorio en un punto que dista r del centro de la Tierra es la fuerza sobre la
unidad de masa situada en ese punto.

La gravedad a una altura, h, vale: 8,=G
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. . _~M
En la superficie de la Tierra vale: 8.~ G?

Dividiendo la primera entre la segunda, queda:

& _G-MIR+h} _ R _(6,37-106[m])2_0824
g8  6-MIR"  (R+h) (7,02:10°[m]f

10. Un satélite artificial de 500 kg describe una 6rbita circular alrededor de la Tierra con un radio de
2:10* km. Calcula:
a) La velocidad orbital y el periodo.
b) La energia mecanica y la potencial.
c) Si por friccion se pierde algo de energia, ;qué le ocurre al radio y a la velocidad?
Datos g, = 9,8 m/s* R = 6370 km. (P.A.U. sep. 10)
Rta.: a) v = 4,46 km/s; T =7 h 50 min; b) E = -4,97-10° J; E, = =9,94-10° J.

Datos Cifras significativas: 3
Masa del satélite m =500 kg

Radio de la orbita r=2,00-10* km = 2,00-10’ m
Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra go = 9,80 m/s?

Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Incégnitas

Valor de la velocidad del satélite en su oOrbita alrededor de la Tierra v

Periodo orbital del satélite T

Energia mecanica del satélite en orbita E

Energia potencial del satélite en 6rbita E,

Otros simbolos

Masa de la Tierra M

Constante de la gravitaciéon universal G

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =G M-m o

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= am

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, W

en una trayectoria circular de radio r T

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=Y%m-+

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G Mr n

Energia mecanica E=E.+E,

Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacion universal:

M-m

2
r

F.=—G i,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u., el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
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La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

YF= ?G
La 2.* ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
|2 Fl=m-al
Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M -m v
2 =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:

M-m
RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracién de la gravedad en su superficie.
La relacion es:

G-M=g,-R
a) Se sustituye G - M por g, - R® en la ecuacion de la velocidad orbital.

v:\/go-Rzz\/aso [m/s?](6,37-10° [m])?
r 2,00-10" [m]

=4,46-10° m/s=4,46 km/s

Analisis: Se espera que un objeto que se mueva alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El
resultado de 4,46 km/s esta de acuerdo con esta suposicion.

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

2m-R 27T-r 2.3,14-2,00-10
v= =T= _2-3,14-2,00-10 [m]:2,82-104s:7h50min

v 4,46 -10° [m/s]

b) Se calcula la energia potencial:
‘R*- 9,80 [m/s’]-(6,37-10° [m])*-500 [k
R 980 [mis'}(6:5710° (m)500 (ke o
r 2,00-10" [m]
Se calcula la energia cinética:

E.=m-+*/2 =500 [kg] - (4,46-10° [m/s])?/ 2 = 4,97-10° ]

E =

La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.

E=E.+E,=497-10° [J] + (-9,94-10° [J]) = -4,97-10° ]
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Andalisis: La energia mecanica vale la mitad de la energia potencial como se ve en el apartado siguiente.

c) La energia mecanica se puede expresar en funcion del radio de la orbita. Sustituyendo v* por GM/ren
la expresion de la energia mecanica, queda
M-m_1 M-m _M-m 1 M-m

E:EC+Ep:%m'v2—G 56 G =-56
r r r

r

Si disminuye la energia mecanica, (es mas negativa), el radio de la 6rbita también se hace mas pequerio, por
lo que el satélite se acerca a la superficie de la Tierra.
La velocidad, por el contrario, aumentara, pues su relacion con el radio es:

G-M
r

V=
Cuanto mas pequerfio es el radio de la 6rbita mas grande es su velocidad.
Analisis: Es lo mismo que le ocurre a cualquier cuerpo que se mueve cerca de la superficie de la Tierra. Al per-

der energia pierde altura, y cae hacia el suelo, ganando velocidad.

11. Las relaciones entre las masas y los radios de la Tierra y la Luna son: Mt/M= 79,63 y Rr/R. = 3,66.
a) Calcula la gravedad en la superficie de la Luna.
b) Calcula la velocidad de un satélite girando alrededor de la Luna en una 6rbita circular de 2300 km

de radio.
c) ;Dénde es mayor el periodo de un péndulo de longitud L, en la Tierra o en la Luna?
Datos: g, = 9,80 m/s* R.= 1700 km. (P.A.U. jun. 10)
Rta.: a) g. = 1,65 m/s* b) v = 1,44 km/s.
Datos Cifras significativas: 3
Relacion entre las masas de la Tierra y de la Luna Mr/My, = 79,63
Relacion entre los radios de la Tierra y de la Luna Ri/Ry = 3,66
Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,80 m/s?
Radio de la orbita del satélite alrededor de la Luna r= 2300 km
Radio de la Luna R, = 1700 km
Incognitas
Gravedad en la superficie de la Luna &u
Velocidad del satélite alrededor de la Luna v
Otros simbolos
Constante de la gravitaciéon universal G
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0 M-m o
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N o
2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= ZnT s
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, W
en una trayectoria circular de radio r -
Peso P-m-g

Periodo de un péndulo simple de longitud L en un punto donde la acelera-

cién de la gravedad es g T=2my—

o

Solucion:

a) El peso de un objeto cerca de la superficie de la Tierra es la fuerza con la que la Tierra lo atrae:
M.-m
R

m-g:=G
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Anélogamente para la Luna:

_ M;-m
m-g.=G R?
Dividiendo la primera ecuacién entre la segunda, queda:
M. -m
6—5
m-8r_ Ry

- M, -m
8L G L2
Ry

&r_ MiIM, 79,63 _
g&. (RJR.)? 3,66°

]

Se despeja la aceleracion de la gravedad en la Luna:
g = 9,80 [m/s?] / 5,94 = 1,65 m/s>

Analisis: El resultado es razonable, ya que sabemos que la gravedad en la superficie de la Luna es unas 6 veces
menor que en la superficie de la Tierra.

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-

dor en una orbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-

ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ay. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:

2

v
ay=—
N

,

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.
yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:

> Fl=ma|

Fo=m-ay
Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M -m v

= Mm—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

V=
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Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:

G-M=g, R

b) Se sustituye G- M por g, - R? en la ecuacion de la velocidad orbital:

G-M -R2 27, 106 2
V=4 —— :1/g° :\/1’65 [m/s] (1’670 10° [m]) =1,44-10’ m/s=1,44 km/s
r r 2,30-10° [m]

c) El periodo de un péndulo de longitud L en un lugar donde la gravedad es g, viene dado por la ecuacion:

T=2m £
g

Dividiendo las expresiones correspondientes a la Tierra y la Luna:

\/f
Qﬁ - —_
T, gT:\/é:

TL_ H\/z 81
8L

El periodo del péndulo en la Tierra es menor que en la Luna.

\/;20,410<1
5,94

Andalisis: El resultado es razonable, ya que sabemos que la gravedad en la superficie de la Luna es menor que
en la superficie de la Tierra, y al ser mas pequefia, mas lentamente se mueve el péndulo y mayor es su periodo.

12. Se desea poner en 6rbita un satélite de 1800 kg que gire a razén de 12,5 vueltas por dia. Calcula:
a) El periodo del satélite.
b) La distancia del satélite a la superficie terrestre.
c) La energia cinética del satélite en esa drbita.
Datos: G = 6,67-107"" N-m*-kg™?; R = 6378 km; M = 5,98-10** kg. (P.A.U. sep. 09)
Rta.: a) T=1h 55 min; b) h = 1470 km; c) E. = 4,58-10" J.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R=6378 km = 6,38-10° m
Frecuencia de giro del satélite en la 6rbita alrededor de la Tierra. f=12,5rev./dia = 1,45-10* s*
Constante de la gravitacion universal G =6,67-10""" N-m*kg™
Masa de la Tierra M =598-10* kg

Masa del satélite m = 1800 kg

Incognitas

Periodo del satélite T

Distancia del satélite a la superficie terrestre (altura de 6rbita) h

Energia cinética del satélite en la 6rbita E.

Otros simbolos

Radio de la 6rbita r

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0¢G M-m %

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

2w r
T

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=
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Ecuaciones

., o . . 2
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v

L. . ay=—
en una trayectoria circular de radio r Ny
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+V
Solucion:
a) Se calcula el periodo, que es la inversa de la frecuencia:
1 1 3 .
T=—=————=6,91-10"s=1,92 h=1 h 55 min

f 145107 [s]

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracion tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

2

v
a,=—
Noop

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actia.

3F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
> —->
2 Fl=mal

F,=m-ay

Sustituyendo la expresién del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M -m v?
, —mT—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
T

v=

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:
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2n-r\’_G-M
T | r
Agrupando términos:
4n*-rP=G-M-T

b) Se despeja el radio de la 6rbita, r, y se sustituyen los datos:

G-M-T? 6,67-10 " [N-m’- kg *]-5,98-10* [kg]-(6,91-10° [s] )
= - :\3/, [N-m'- kg ]4,2 [kg] (691 10°[s)f 0o
T

Se calcula la altura restando el radio de la Tierra del radio de la 6rbita:

h=r-R=78410°[m] - 6,38-10° [m] = 1,47-10° m = 1470 km

¢) Se calcula la velocidad del satélite en su orbita:

Lyl 2-3,14-7,86-10° [m]

=7,13-10° m/s
T 6,91-10° [s]

Se calcula la energia cinética:

E.=m-v/2=180-10° [kg] - (7,13-10° [m/s])* / 2 = 4,58-10% ]

13. Los satélites Meteosat son satélites geoestacionarios (situados sobre el ecuador terrestre y con perio-
do orbital de un dia). Calcula:
a) La altura a la que se encuentran, respecto a la superficie terrestre.
b) La fuerza ejercida sobre el satélite.
c) La energia mecanica.
Datos: R = 6,38:10° m; M = 5,98-10** kg; m = 8-10° kg; G = 6,67-10""" N-m*-kg™>. (P.A.U. sep. 08)
Rta.: a) h = 3,59-10" m; b) F= 179 N; ¢) E, = 3,78:10° J; E, = —7,56-10° J; E = —3,78-10° ].

Datos Cifras significativas: 3
Satélite geoestacionario (periodo Tigual al de la Tierra) T=24h=28,6410%s
Constante de la gravitacion universal G=6,67-10""' N-m*kg™
Masa de la Tierra M=598-10* kg
Masa del satélite m = 8,00-10° kg
Radio de la Tierra R=6,38-10°m
Incégnitas

Altura del satélite h

Fuerza sobre el satélite F

Energias cinética, potencial y total del satélite en drbita E.E.,E

Otros simbolos

Radio de la orbita r

Valor de la velocidad del satélite en la 6rbita geoestacionaria v

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0 M-m 3
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N o
2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= amr
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, W

en una trayectoria circular de radio r N

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E=%m-Vv
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G M’: n
Energia mecanica E=E +E,

Solucion:
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La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G U,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actua.

yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los modulos, queda:

|2 Fl=m-[al

Fo=m-ay
Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M- -m v

= m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

_2m-r
T

v

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\_G-M
=

r
Agrupando términos:
4n*-rP=G-M-T

a) Se despeja el radio de la orbita, r, y se sustituyen los datos:

2 —11 2 —2 24 4 2
rzi/G-M-T :\3/6,67-10 [N-m*-kg *]-5,98-10* [kg](8,64-10" [s]) —423.10" m

4r’ 4-3,14°
Se calcula la altura restando el radio de la Tierra del radio de la 6rbita:

h=r-R=4,2310" - 6,38:10° = 3,59 -10" m
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b) La fuerza que ejerce la Tierra sobre el satélite es la fuerza gravitatoria.

F =G M-m _6,67-10" [N-m* kg™?]-5,98-10* [kg]-800 [kg |
G 2 -

r (4,23-10" [m])°

=179 N

Analisis: El peso disminuye con la altura, siendo inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al cen-
tro de la Tierra. A una distancia r ~ 7 R, el peso deberia ser unas 7> ~ 50 veces menor que en el suelo m - g, ~
8-10° N, o sea unos 160 N.

c) Se calcula la energia potencial:

—11 2 —2 24
Ep:_GM-m __6,67-10 [N-m* kg ]-5;98-10 [kg]-800 [kg]:_u_)é'logJ
r 4,23-10" [m]

Se calcula la energia cinética sustituyendo v* por GM / r:

1 1 .M
E=—mvi==G—" - 37810°]
2 2 r

La energia cinética es la mitad y de signo contrario que la energia potencial.
La energia (mecanica) total es la suma de las energias cinética y potencial, y vale lo mismo que la energia
cinética, pero es negativa.

E=E.+E,=3,7810°[J] - 7,56:10° [J] = -3,78-10° ]

14. Un satélite artificial de 100 kg describe 6rbitas circulares a una altura de 6000 km sobre la superficie
de laTierra. Calcula:
a) El tiempo que tarda en dar una vuelta completa.
b) El peso del satélite a esa altura.
Datos: Tierra: g, = 9,80 m/s* R = 6400 km. (P.A.U. jun. 06)
Rta.: a) T=3 h 48 min.; b) P, = 261 N.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R = 6400 km = 6,40-10° m
Altura de la 6rbita h =6000 km = 6,00-10° m
Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra &o = 9,80 m/s?

Masa del satélite m =100 kg

Incognitas

Tiempo que tarda en dar una vuelta completa T

Peso del satélite a esa altura P,

Otros simbolos

Masa de la Tierra M
Valor de la velocidad del satélite en la 6rbita alrededor de la Tierra v

Constante de la gravitaciéon universal G
Radio de la 6rbita r

Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0 M-m 7
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N o
2.2 ley de Newton de la Dindmica SF=m-a
. . .. . . . , 27n-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= T

. . . . 2
Aceleracion normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, b=y
en una trayectoria circular de radio r Ny

Solucion:
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a) Se calcula el radio de la orbita: )
r=R+ h=6,40-10° [m] + 6,00-10° [m] = 1,24-10" m h

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M so-
bre un satélite de masa m que gira a su alrededor en una 6rbi-satélite \

ta de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, F T
y se rige por la ley de Newton de la gravitaciéon universal: G
orb
ﬁG:_GM'ma Tierra
2 r
E

En esta expresion, G es la constante de la gravitacién univer-
sal, y u,, el vector unitario en la direccién de la linea que une
el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

yF= ?G

La 2.* ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:

|2 Fl=m-(al

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M -m v
; o mT—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:
G-M=g R

Se sustituye G - M por g, - R* en la ecuacion de la velocidad orbital.
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v:\/ g R :\/ 9,80 [m/s%](6,40- 10° [m])®
r 1,24-10" [m]

=5,69-10° m/s

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

2m-R 2m-r _ 2-3,14-1,24-10" [m]
v= =>T= =

= - =1,37-10" s=3 h 48 min
T v 5,69-10° [m/s]

Andalisis: Por la tercera ley de Kepler, también aplicable a satélites que giran alrededor de un astro, los cuadra-
dos de los periodos son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de las elipses, o, si las
trayectorias son circulares, a los radios de las orbitas. El periodo de un satélite de érbita baja (h = 400 km) es de
hora y media. El radio de la orbita de este satélite es aproximadamente el doble, por lo que el periodo deberia
ser 2° ~ 3 veces mayor, de unas cuatro horas y media.

b) Se sustituye G - M por g, - R? en la expresion de la fuerza gravitatoria, que coincide con la fuerza peso:

M-m_g R -m _401-10" [m’/s*]-100 [kg]

=261 N
r’ r’ (1,24-10" [m])?

P.=G

Andalisis: El peso disminuye con la altura, siendo inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al cen-
tro de la Tierra. A una distancia r ~ 2 R, el peso deberia ser unas 2° = 4 veces menor que en el suelo m - g, =
980 N, o sea unos 250 N.

15. Un satélite artificial de 64,5 kg gira alrededor de la Tierra en una 6rbita circular de radio r=2,32 R.
Calcula:
a) El periodo de rotacion del satélite.
b) El peso del satélite en la 6rbita.
Datos: Tierra: g, = 9,80 m/s* R = 6370 km. (P.A.U. jun. 05)
Rta.:a) T=4h 58 min.; b) P, = 117 N.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Radio de la orbita r=232R

Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra go = 9,80 m/s?

Masa del satélite m = 64,5 kg

Incognitas

Periodo de rotacion del satélite alrededor de la Tierra T

Peso del satélite en la orbita = fuerza gravitatoria que acttia sobre el satélite P,
Otros simbolos

Masa de la Tierra M

Valor de la velocidad del satélite en la orbita alrededor de la Tierra v

Constante de la gravitaciéon universal G

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal T =0 M-m 3
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N P
2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= 27; s
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, W

en una trayectoria circular de radio r T

Solucion:

a) Se calcula el radio de la érbita:
r=232R=232-637-10° [m] = 1,48-10' m

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite
de masa m que gira a su alrededor en una 6rbita de radio r, es una fuerza
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central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de Newton de la gravitaciéon universal:

=, M-m.
F,=—G Zm u,
r

En esta expresion, G es la constante de la gravitacién universal, y u,, el vector unitario en la direccién de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

Z? = ?G

La 2.2 ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m 3]

F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m Y
2 =m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
T

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

(Zn-r)z_G~M

T r

Agrupando términos:
4. r=G-M-T

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m

RZ

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacidn es:
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G-M=g,-R
Se sustituye G- M por g, - R%.
4’ r=g -R-T

Se despeja el periodo y se sustituyen los datos:

3 7 3
T:2n\/ L :2-3,14\/ (1,84§«10 [m])6 -=1,79-10" s=4 h 58 min
g R 9,80 [m/s°](6,37-10° [m])

Andalisis: Por la tercera ley de Kepler, también aplicable a satélites que giran alrededor de un astro, los cuadra-
dos de los periodos son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de las elipses, o, si las
trayectorias son practicamente circulares, a los radios de las orbitas. El periodo de la Luna, que dista unos 60 R
de la Tierra, es de 28 dias. El periodo de este satélite, que estd a unos 2,4 R (25 veces menor) seria de J25° ~ 125
veces menor ~ 0,25 dias ~ 6 horas.

b) Se sustituye G - M por g, - R* en la expresion de la fuerza gravitatoria, que coincide con la fuerza peso:

p=F :GM-m:go'Rz'm _ 9,80 [m/s’](6,37-10° [m])*-64,5 [kg]

=117 N
N r? r? (1,84-10" [m])

Analisis: El peso disminuye con la altura, siendo inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al cen-
tro de la Tierra. A una distancia r ~ 2,4 R, el peso deberia ser unas 2,4*> = 6 veces menor que en el suelom - g, =
632 N, o sea unos 100 N.

e Campo gravitatorio

1. Sila masa de la Luna es 0,012 veces la de la Tierra y su radio es 0,27 el terrestre, halla:
a) El campo gravitatorio en la Luna.
b) La velocidad de escape en la Luna.
c) El periodo de oscilacion, en la superficie lunar, de un péndulo cuyo periodo en la Tierra es 2 s.
Datos: g, = 9,8 m/s? R. = 1,7-10° m. (P.A.U. jun. 12)
Rta.: a) gr = 1,6 m/s% b) ve = 2,3 km/s; c) T=4,9s.

Datos Cifras significativas: 2
Relacion entre las masas de la Luna y de la Tierra Mi/Mr=0,012
Relacion entre los radios de la Luna y de la Tierra Ri/Rr = 0,27
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra gr = 9,8 m/s’
Radio de la Luna R =1,7-10°m
Periodo del péndulo en la Tierra Tr=2,0s
Incéognitas

Campo gravitatorio en la Luna 8L

Velocidad de escape en la Luna Ve

Periodo de oscilacion en la luna de un péndulo cuyo Tr =2 s T.

Otros simbolos

Constante de la gravitacion universal G
Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal F.=G Mm
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N :
Peso de un objeto P=m-g
Energia cinética de un objeto de masa m que se mueve a la velocidad v E=Vm-v
Energia potencial gravitatoria de una objeto de masa m situado a una dis- FE=_G M-m
tancia r del centro de un astro de masa M (referida al infinito) P r
Energia mecénica E=E. +E
Periodo de un péndulo simple de longitud L en un punto donde la acelera- T=o5 L

cion de la gravedad es g g
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Solucion:

a) El peso de un objeto cerca de la superficie de la Tierra es la fuerza con la que la Tierra lo atrae:

mg=G M, m
T R%r
Analogamente para la Luna.
mg,=G M m
L Ri

M, -m
6 2
m'gL: Ry
m-gr My-m
R;

& _ M,J/M; 0012 _
gr (RJ/R;)} 027

0,16

Despejando:
&.=0,16 - 9,8 [m/s?*] = 1,6 m/s?

Andalisis: El resultado es razonable, porque sabemos que la gravedad en la superficie de la Luna es unas 6 veces
menor que en la superficie de la Tierra.

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccioén, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E: + Ep)e — (Ec + Ep),

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Eu=(E+E)e=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa My radio R es:
M-m

E=-G—

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

M-m M-m
R

Es:(Ec+Ep)s:0+(_GT :—G—

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:

AE=Y%m- v, = (E. + E))e — (Ec + Ep)s

1 2 M-m\ _M-m
2mve—O ( G R )—G R

Despejando la velocidad de escape, queda:
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Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:
G-M=g,-R
b) La velocidad de escape en la Luna se obtiene sustituyendo G - M por g, - R?, y los valores de los datos:

[2GM, |2g K
VeS| T 1,281 L=\2g,R,=V2-1,6 [m/s*]- 1,7-10° [m]=2,3-10° m/s=2,3 km/s
L

RL

¢) El periodo, T, de un péndulo de longitud L en un lugar donde la gravedad es g, viene dado por la ecua-

cion:
L
T=2mn \ﬁ
g

Dividiendo las expresiones correspondientes a la Tierra y la Luna, queda:

%ﬁ\/i _
n,_"g :\/&:\/ﬁ:
Ty o 7 8L 1,6

8T

2,5

Se sustituye el dato Tr = 2,0 s:
T.=25-20[s]=49s

Andalisis: El resultado es razonable. La gravedad en la superficie de la Luna es menor que en la superficie de la
Tierra, y cuanto mas pequefia, mas lentamente se mueve el péndulo y mayor es su periodo.

® Masas puntuales

1. Dos masas de 150 kg estan situadas en A(0, 0) y B(12, 0) metros. Calcula:
a) El vector campo y el potencial gravitatorio en C(6, 0) y D(6, 8).
b) Si una masa de 2 kg posee en el punto D una velocidad de —10~* j m/s, calcula su velocidad en el
punto C.
¢) Razona si el movimiento entre C y D es rectilineo uniforme, rectilineo uniformemente acelerado, o

de cualquiera otro tipo.
Dato: G = 6,67-10""" N-m?*-kg™.

(P.A.U. jun. 14)

Rta.: a) gc = 0; gp = —1,6-107° j N/kg; Ve = -3,34-107° J/kg; Vi, = -2,00-107° J/kg; b) v = ~1,13-10* j m/s.

Datos

Cada una de las masas en el eje X
Vector de posicion de la masa en A
Vector de posicion de la masa en B
Vector de posicion del punto C
Vector de posicién del punto D

Masa en el punto D

Velocidad en el punto D

Constante de la gravitaciéon universal
Incégnitas

Campo gravitatorio en C y en D
Potencial gravitatorio en C y en D
Velocidad en C de la masa que sale de D

Cifras significativas: 3
MA=MB=M= 150kg

Ta=(0,0)m

T =(12,0,0) m

re = (6,00, 0) m

b = (6,00, 8,00) m
mp = 2,00 kg

W = -1,00-107* j m/s
G = 6,67-10"* N-m* kg

EC ) ED
Ve, Vi
Vc
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Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal P M-m.,
(fuerza que ejerce cada masa puntual sobre cada una de las otras) 6 . r
2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a
. . : ~_Fq M .
Campo gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M g§=—=-G—u,
m r
. . . . . M
Potencial gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M V=-G—
r
] . . . . e M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=m-V=-

Trabajo del campo cuando se desplaza una masa desde el punto 1 al punto 2 =~ W,_,, = E,;— E,; = -AE,
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E=%m-Vv

Solucion:

a) Se hace un dibujo en el que se sitian los puntos A(0, 0), B(12, 0) y C(6, 0). Se dibujan los vectores de cam-
po gravitatorio creados por las masas en el punto C, un vector por cada masa. Como sus valores son igua-
les, porque las masas y las distancias son iguales, los vectores seran de la misma medida, y, por lo tanto, la
resultante sera nula.

:gCA + N gCB=
\\‘\\\\A\\\\‘&\\\‘\Bﬁ\\‘\\\\
A continuacion se realizan los calculos aunque no son necesarios.
La distancia del punto A al punto C es: rac = [(6,00, 0) [m] - (0, 0)| = 6,00 m.
El vector unitario del punto C, tomando como origen el punto A, es i, el vector unitario del eje X.
Se calcula el campo gravitatorio en el punto C creado por la masa situada en el punto A:

M -> -
Bea=—G—21,=—6,67-10" [N-m2~kg_z]Mi=—2,78-10_1°iN/kg
gCA 2 r 2

Fac (6’00 [m])

El campo gravitatorio en el punto C, creado por la masa situada en el punto B, es simétrico al creado por la
masa situada en el punto A:

ges = 2,78-107° 1 N/kg

Por el principio de superposicion, el campo resultante en el punto C es la suma vectorial de los campos
creados en ese punto por cada masa.

8c=8ca+8s=0
Se hace un dibujo en el que se sittian los puntos A(0, 0), B(12, 0)
y D(6, 8). Se dibujan los vectores de campo gravitatorio creados —|
por las masas en el punto D, un vector por cada masa. _
Como sus valores son iguales, porque las masas y las distancias | ‘%9
son iguales, los vectores seran de la misma medida.
Se dibuja el vector suma, que es el campo resultante, gp,.
Las componentes horizontales de los campos creados por las
masas se anulan y la resultante estara dirigida en el sentido ne-
gativo del eje Y. El valor de la resultante sera la suma de las
componentes verticales de cada campo, y, como son dos, el vec- —
tor campo resultante medira el doble de la componente vertical T T —e
de uno de ellos. 4AT ‘ ‘ B
Se calcula la distancia del punto A al punto D:

6,001 +8,00 J|=1(6,00 [m])*+(8,00 [m]=10,0 m

_-’ —_ - - —_
rAD_‘rAD‘_‘rD_rA‘_

Se calcula el vector unitario del punto D tomando cémo origen el punto A.

-

. Ta (6,001+8,007)[m]
T T 100]
rAD H m]

=0,6001+0,800j N/kg

Se calcula el campo gravitatorio en el punto D creado por la masa situada en el punto A:
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- M
2

Z,.=—G (0,6001+0,8007) = (~6,00-10"*" i - 8,00-107"* j) N/kg

. . py 150 [k

%t =—6,67-10 "' [N-m’- kg 2]—“'5]2
r (10,0 [m])
El campo gravitatorio en el punto D, creado por la masa situada en el punto B, es simétrico al del punto A.
Los valores de sus componentes son los mismos, pero el signo de la componente horizontal es opuesto,
porque esta dirigida en sentido contrario:

gos = (6,00-107* i - 8,00-10" ** j) N/kg
Por el principio de superposicion, el campo resultante en el punto D es la suma vectorial de los campos
creados en ese punto por cada masa.
8> = 8oa + gos = —1,60-107° j N/kg

El potencial gravitatorio en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la suma de los potenciales
producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estuviese presente.

Para determinar el potencial gravitatorio en un punto, se calculan los potenciales creados en ese punto por
cada masa, y luego se suman.

La ecuacién del potencial gravitatorio en un punto situado a una distancia, r, de una masa puntual, M, es:

_cM
,

V=

G es la constante de gravitacién universal.

Se calcula el potencial gravitatorio en el punto C, creado por la masa situada en el punto A:
M 1 k

oM 500 [ke]_

=—6,67-10 "' [N-m* kg *] —=——+-27=—1,17-10" J/kg

V. =
cA rac 6,00 [m]

El potencial gravitatorio en el punto C, creado por la masa situada en el punto B vale lo mismo, porque la
masa y la distancia son iguales.
El potencial gravitatorio en el punto C es la suma:

Ve=Vea+ Ve =2 Vea = 2 - (-1,17-10” [J/kg]) = -3,34-10° J/kg
Se calcula el potencial gravitatorio en el punto D, creado por la masa situada en el punto A:

VDA:—Gﬂz—é,m. 10" [N-mz.kg’z]wz— 1,00-10"" J/kg
F aD 10,0 [m ]
El potencial gravitatorio en el punto D creado por la masa situada en el punto B, vale lo mismo, porque la
masa y la distancia son iguales.
El potencial gravitatorio del punto D es la suma:

Vo=Voa+ Vog=2 Vpa=2- (—1,00'10_9 [J/kg]) =-2,00-10"° J/kg

b) Ya que la aceleracién no es constante, no se puede resolver de una manera sencilla por cinematica. (No
se puede usar la ecuacion r=ro+wi+%at, que solo es valida si el vector aceleracion, a, es un vector
constante).

Como el campo gravitatorio es un campo conservativo, se aplica el principio de conservacion de la energia
mecanica a los puntos C y D.

(EC + Ep)c = (EC + EP)D

M- 1 M-
m =—m-vi+2|—G =
Fac 2 F'ap

1
Em-vzc+2 -G

Despejando el valor de la velocidad en C, queda:

1 1
VC:\/V%+4 GM(———) =

Yac Tap

11
6,00 [m] 10,0 [m]

= \/(1,00- 10 “[m/s])f+4-6,67-10"" [Nm*-kg *]-150 [kg]( ):1 ,13-10 * m/s

Como la velocidad es un vector, hay que deducir la direccién y sentido.
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Como tanto la aceleracion como la velocidad en el punto D tienen la direccion del eje Y en sentido negati-
vo, la direccion de la velocidad en el punto C es la del eje Y en sentido negativo

Ve =-1,13-10*j m/s

Analisis: El valor de la velocidad es muy pequerio, pero esto es logico, si tenemos en cuenta que la fuerza gravi-
tatoria es una fuerza de muy baja intensidad (si las masas no son de tipo planetario).

c) La aceleracion de la masa que se mueve de D a C esta dirigida en todo momento hacia C. Como la veloci-
dad en D también tenia esa direccion, el movimiento es rectilineo, paralelo al eje Y. Pero el valor del campo
gravitatorio en los puntos por los que pasa la masa que se mueve no es constante. No es el mismo en el
punto C que en el punto D. Por tanto, la aceleracion no es constante.

El movimiento es rectilineo y acelerado, pero con aceleracion variable.

Lo que sigue es la demostracion de la relacién entre el campo gravitatorio, que vale lo mismo que la acele-
racion, y la coordenada y en los puntos por los que pasa la masa mévil entre D y C.
Para un punto G cualquiera entre C y D, el campo gravitatorio creado por la masa situada en A es:

> . - . 6,00i+y.]
gGA:—Gg % =—6,67-10 " [N-m* kg ’] 150 [kg] : (6,00 ZVGZJ) [m]
e (v6,00°+y% [m]) \/6,00 +y, [m]

Por simetria, el campo creado en ese punto G por la masa situada en B es:
150 [kg]  (—6,00i+y;j)[m]

(V6,00+y2 [m])  V6,00%+y? [m]

Ees=—667-10"" [N-m* kg ]

El vector resultante valdria
150 [kg |
((6,00%+y5)*"* [m]
:—2,00-10‘8 Ve 3
(6.00"+yg )"

EGZEGA+§GB:_6567'1O_M [N'mz'kg_z] 3) (ZYG}) [m]

-

[N/m]

2. Tres masas de 100 kg estan situadas en los puntos A(0, 0), B(2, 0), C(1, ¥3) (en metros). Calcula:
a) El campo gravitatorio creado por estas masas en el punto D(1, 0)
b) La energia potencial que tendria una masa de 5 kg situada en D.
c) ¢;Quién tendria que realizar trabajo para trasladar esa masa desde D al infinito, el campo o fuerzas

externas?

Dato: G = 6,67-107"" N-m?*-kg™>. (P.A.U. sep. 09)

Rta.: a) ED = 2,22-10‘9j N/kg; b) E, = -8,60-107® J; c) externas.
Datos Cifras significativas: 3
Masa de cada uno de los cuerpos Ma = My = Mc=M=100 kg
Vector de posicion de la masa en A T = (0,00, 0,00) m
Vector de posicion de la masa en B = (2,00, 0,00) m
Vector de posicion de la masa en C re = (1,00, 1,73) m
Vector de posicién del punto D ™= (1,00, 0,00) m
Masa en el punto D mp = 5,00 kg
Constante de la gravitacién universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Incognitas
Vector campo gravitatorio en el punto D &
Energia potencial gravitatoria en el punto D Ep
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitacion universal (aplicada a la fuerza que ejerce cada =0 Mm 5
masa puntual sobre cada una de las otras) o
Campo gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M ;g'f:%:— GM2 1,

,
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Ecuaciones
. . . . . M
Potencial gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M V=-G—
’
, . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=m-V=-G

-
Trabajo del campo cuando se desplaza una masa desde el punto 1 al punto 2~ Wi, = E;;— E,, = -AE,

Solucion:

a) Se hace un dibujo en el que se sitian los puntos A(0, 0), B(2, 0), C(1, 1,7)
y D(1, 0). Se dibujan los vectores de campo gravitatorio creados por las ma-
sas en el punto D, un vector por cada masa.

Los valores de los campos producidos por las masas situadas en los puntos
A y B son iguales, porque las masas y las distancias son iguales. Los vecto-  +
res seran de la misma medida, y se anularan entre si.

El vector suma, que es el campo resultante, ED, coincide con el vector cam-
po producido por la masa situada en el punto C. _ grDclgrD _
El principio de superposicion dice que la intensidad de campo gravitatorio Boa

en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la suma vectorial de A D B
los campos producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las

masas no estuviese presente.

Para determinar el campo en un punto, se calculan los campos creados en ese punto por cada masa, y luego
se suman los vectores.

La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos masas puntuales o esféricas, My m, viene dada por la ley de la
gravitacién de Newton. G es la constante de la gravitacion universal y u; el vector unitario en la linea que
une las masas.

@kl

M-m
2 ur
r

F=-G

El campo gravitatorio en un punto situado a una distancia, r, de una masa, M, puntual es la fuerza sobre la
unidad de masa situada en ese punto.

. _GM-Zma,r
-~ F r M
g:__ __G_zur
m m r

La distancia del punto A al punto D es: rap = (1,00, 0) [m] - (0, 0)| = 1,00 m.
El vector unitario del punto D, tomando como origen el punto A, es i, el vector unitario del eje X.
Se calcula el campo gravitatorio en el punto D, creado por la masa de 100 kg situada en el punto A:

100 [kg]

SIS T 667-10°1 N/k
(1,00 [m]) ;

Epa=—6,67-10" [N-m°kg *]-

El campo gravitatorio en el punto D, creado por la masa situada en el punto B, es simétrico al creado por la
masa situada en el punto A:

gos = 6,67-10° 1 N/kg

La distancia del punto C al punto D es: rcp = |(1,00, 0) [m] - (1,00, 1,73) [m]| = 1,73 m.

El vector unitario del punto D, tomando como origen el punto C, es -j, el vector unitario del eje Y en senti-
do negativo.

Se calcula la intensidad de campo gravitatorio en el punto D creado por la masa situada en el punto C:

100 [kg | (

(73 () ~3)=2,22-10""§ N/kg

Epe=—6,67-10 " [N'-m’kg °]-

Por el principio de superposicion, el campo resultante en el punto D es la suma vectorial de los campos
creados en ese punto por cada masa.

ED = EDA + EDB + EDC = 2,22'10_93 N/kg
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b) La energia potencial gravitatoria de una masa m situada en un punto, debida a la influencia de varias
masas M, cada una de ellas a una distancia r; del punto, es la suma de las energias potenciales de cada una
de las interacciones de la masa m con cada una de las masas M;. Pero también se puede calcular la energia
potencial a partir de la definicion del potencial gravitatorio del punto donde se encuentra la masa m:

E,=m-V

El potencial gravitatorio en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la suma de los potenciales
producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estuviese presente.

Para determinar el potencial gravitatorio en un punto, se calculan los potenciales creados en ese punto por
cada masa, y luego se suman.

Mi

r

M

i

V:Z(—G =—G),

Si las masas M; son todas iguales, (M = M;) entonces queda:

r

1

1
V=—GM), —
i
La expresion de la energia potencial seria:

Ep:—GMeri

1 1 1

[m]+1[m]+1’73 ] =-8,60-10 "]

E,=—6,67-10 "' [N-m"-kg °]-100 [kg]-5,00 [kg] n

c)

El campo gravitatorio es un campo conservativo, porque el trabajo que realiza la fuerza del campo, cuando
una masa se mueve entre dos puntos, es independiente del camino seguido y solo depende de los puntos
inicial y final. Se define una funcién escalar llamada energia potencial, E,, asociada al campo vectorial de
fuerzas, de modo que el trabajo realizado por la fuerza del campo al mover una masa entre dos puntos es
igual a la variacion de la energia potencial entre esos dos puntos, cambiada de signo.

También se define otra magnitud escalar, llamada potencial eléctrico, que es igual a la energia potencial de
la unidad de masa.

El trabajo realizado por la fuerza del campo, cuando una masa mueve del punto A al punto B, es:
Wap = -AE, = -(Eps — Epn) = (Bpa = Egg) = m - Va—m - Vs = m (V, - Vp)

El trabajo de la resultante de las fuerzas gravitatorias cuando se lleva la masa en D hasta el infinito, sin va-
riacién de energia cinética (se supone), es igual a la diferencia (cambiada de signo) de energia potencial que
posee la masa de 5,00 kg en esos dos puntos. Por definicion, la energia potencial (y el potencial) en el infi-
nito es nula, por lo que:

WDHM = 'AEP = -(E o EpD) = EPD - Epoo = EPD = —8,60'10_8_]

Por tanto, el trabajo de las fuerzas gravitatorias es negativo, (la fuerza del campo se opone al desplazamien-
to hacia el infinito) y el trabajo debera hacerlo alguna fuerza externa.

3. Dos masas de 50 kg estan situadas en A(-30, 0) y B(30, 0) respectivamente (coordenadas en metros).
Calcula:
a) El campo gravitatorio en P(0, 40) y en D(0, 0).
b) El potencial gravitatorio en Py D.
c) Para una masa m, ;donde es mayor la energia potencial gravitatoria, en P o en D?
Datos: G = 6,67-107"" N-m*-kg™. (P.A.U. sep. 08)
Rta.: a) gr = -2,13-1072 j N/kg; go = 0; b) Vo = —1,33-107%° J/kg; Vp = -2,22-107° J/kg; ) En P.
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Datos Cifras significativas: 3
Cada una de las masas en el eje X My = My = M=50,0kg
Vector de posicion de la masa en A ra=(-30,0,0) m
Vector de posicion de la masa en B 3= (30,0, 0) m
Vector de posicién del punto P = (0, 40,0) m
Vector de posicién del punto D m=(0,0)m
Constante de la gravitacién universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Incognitas o
Campo gravitatorioen Py en D &, 8
Potencial gravitatorio en P y en D Ve, Vb
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitacién universal > M-m.
. F,=—G u,
(fuerza que ejerce cada masa puntual sobre cada una de las otras) r2
2.2 ley de Newton de la Dinamica yF=m-a
._F M .
Campo gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M gz—G =-G—u,
m r
. . . . . M
Potencial gravitatorio en un punto a una distancia, r, de una masa, M V=-G—
’
. . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=m-V=—G .
Solucion:

a) Se hace un dibujo en el que se sitdan los puntos A(-30, 0), B(30, 0)
y P(0, 40). Se dibujan los vectores de campo gravitatorio creados por
las masas en el punto P, un vector por cada masa.

Como sus valores son iguales, porque las masas y las distancias son
iguales, los vectores seran de la misma medida.

Se dibuja el vector suma, que es el campo resultante, gp.

Las componentes horizontales de los campos creados por las masas
se anulan y la resultante estara dirigida en el sentido negativo del
eje Y. El valor de la resultante sera la suma de las componentes ver-
ticales de cada campo, y, como son dos, el vector campo resultante -

medira el doble de la componente vertical de uno de ellos. | | + | |

El principio de superposicién dice que la intensidad de campo gravi- ‘A ‘ ‘ ‘ ‘ B.
tatorio en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la su-

ma vectorial de los campos producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estu-
viese presente.

Para determinar el campo en un punto, se calculan los campos creados en ese punto por cada masa, y luego
se suman los vectores.

La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos masas puntuales o esféricas, M y m, viene dada por la ley de la
gravitacion de Newton. G es la constante de la gravitacion universal y u, el vector unitario en la linea que
une las masas.

F=-G

El campo gravitatorio en un punto situado a una distancia, r, de una masa, M, puntual es la fuerza sobre la
unidad de masa situada en ese punto.

L —eMmg
-~ F r _ M
f=—=———=-G651,
m m r

Se calcula la distancia del punto A al punto P:
=TT, =40,0J—(—30,0)1=30,01+40,0]
|7 ,/=V(30,0 [m])*+(40,0 [m])*=50,0 m
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Se calcula el vector unitario del punto P tomando como origen el punto A:

Far  (3001+40,07) [m]

A= =0,6001+0,800 j
7 apl 50,0 [m]

> —
Upp— |

Se calcula el campo gravitatorio en el punto P, creado por la masa situada en el punto A:

]L[kg] z

gPA:—Ggﬁr:—é,m- 10" [N'm* kg * (0,600 +0,8007) = (-8,00-107* i - 10,7-107 j) N/kg

ap (50,0 [m])

El campo gravitatorio en el punto P, creado por la masa situada en el punto B, es simétrico al del punto A.
Los valores de sus componentes son los mismos, pero el signo de la componente horizontal es opuesto,
porque esta dirigida en sentido contrario:

g = (8,00107%* i - 10,7-107* §) N/kg

Por el principio de superposicion, el campo resultante en el punto P es la suma vectorial de los campos
creados en ese punto por cada masa.

g = gea + gon = ~2,13107% j N/kg

En el punto D(0, 0) los campos gravitatorios que ejercen ambas masas son opuestas (mismo médulo, misma
direccién y sentido contrario), y, por lo tanto, la resultante es nula.

§D=0;+0j=6
b)

El potencial gravitatorio en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la suma de los potenciales
producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estuviese presente.

Para determinar el potencial gravitatorio en un punto, se calculan los potenciales creados en ese punto por
cada masa, y luego se suman.

La ecuacién del potencial gravitatorio en un punto situado a una distancia, r, de una masa puntual, M, es:

M
-

V=

G es la constante de gravitacién universal.
Se calcula el potencial gravitatorio en el punto P, creado por la masa situada en el punto A:

Vie=— G = 667107 [N g "1 22UKE 6710 111q
Tap 50,0 [m |

Por simetria, el potencial creado por la masa situada en el punto B vale lo mismo.
El potencial gravitatorio en el punto P es la suma de los potenciales creados por cada masa:

Vp = VPA + ‘/pB =2 VPA =2 (—6,67'10_11 [J/kg]) = —1,33'10_10 J/kg
Se calcula el potencial gravitatorio en el punto D, creado por la masa situada en el punto A:

DA:_G£:_6’67' 10*11 [N'mz‘kgiz] 50,0 [kg] =—1,11- 10710 J/kg

1%
Tap 30,0 [m ]

Por simetria, el potencial creado por la masa del punto B vale lo mismo.
El potencial gravitatorio del punto D es la suma:

Vo=Voa+ Vog=2 Vpa=2- (—1,11'10_10 [J/kg]) = —2,22‘10_10 J/kg

c) La energia potencial de un objeto de masa m situado en un punto de potencial V es proporcional al po-
tencial del punto:

E=m-V

Cuanto mayor sea la energia potencial del punto, mayor sera la energia potencial del objeto. Por tanto, la
energia potencial sera mayor en el punto P (-1,33-107"° > -2,22-107*)
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Analisis: Cuanto mas cerca de una masa se encuentre un objeto, menor sera su energia potencial. El punto D
esta mas cerca de las masas que el punto P. Un objeto en D tendra menor energia potencial que en P.

0 CUESTIONES

e Satélites

1. Entorno a un planeta giran dos satélites, M y N, cuyos periodos de revolucion son 32 y 256 dias res-
pectivamente. Si el radio de la 6rbita del satélite M es 10* km, el radio del satélite N sera:
A) 4-10* km.
B) 1,6-10° km.
C) 3,2:10° km.
(P.A.U. sep. 16)

Solucion: A

La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos, T, de los planetas en su movimiento alrede-
dor del Sol, son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus orbitas elipticas.
Si se hace la aproximacion de que las 6rbitas son practicamente circulares de radio 7, la expresiéon matema-
tica de esta ley seria:

T

2
2

_ N

gwlﬂ*w

Esto se puede demostrar para 6rbitas circulares.
La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la inica fuerza que actta.

3»F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=mal
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F.=m-ay
Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M-m

- m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
v:
T

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\’ _G-M
T r

Agrupando términos:
4 r=G-M-T
Para dos planetas, 1y 2, se dividen las expresiones correspondientes:

47 -r, 6-M-T,

1

4t r) G-M-T?

2 3
R T , 2
Bl P SN RZ:R13—2:1,00-104 [km ]y M =4,00-10" km
T’ 32 [dias]

SN

[N

2. Supongamos que la masa de la Luna disminuyese a la mitad de su valor real. Justifique si la frecuen-
cia con que veriamos la luna llena seria:
A) Mayor que ahora.
B) Menor que ahora.

C) lgual que ahora.
(P.A.U. jun. 16)

Solucion: C
La velocidad de un satélite que gira a una distancia r alrededor del centro de un astro de masa M es:
|G-M
v=
-

La velocidad es independiente de la masa del satélite (la Luna), ya que solo depende de la masa del astro (la
Tierra) y del radio de la érbita.
La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio, r, y periodo, T, es:

2w-r
v=
T

Como la trayectoria es practicamente circular, si la velocidad y el radio son los mismos, el periodo orbital
también sera igual. Como la frecuencia es la inversa del periodo, tampoco variaria la frecuencia.

3. Un satélite artificial de masa m que gira alrededor de la Tierra en una 6rbita de radio r tiene una velo-
cidad v. Si cambia de 6rbita pasando a otra mas proxima a la Tierra, su velocidad debe:
A) Aumentar.
B) Disminuir.
C) No necesita cambiar de velocidad.
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(P.A.U. jun. 15)
Solucion: A

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G

>
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u., el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

yF= ?G

La 2.* ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:

2 E=mal

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M-m v
2 =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del radio de la 6rbita
Si el radio, r, es menor, la velocidad, v, en la nueva 6rbita sera mayor.

4. Un planeta gira alrededor del Sol con una trayectoria eliptica. El punto de dicha trayectoria en el que
la velocidad orbital del planeta es maxima es:
A) En el punto mas préximo al Sol.
B) En el punto mas alejado del Sol.
C) Ninguno de los puntos citados.
(P.A.U. sep. 14)

Solucion: A
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La velocidad areolar de un planeta es el area que barre el radiovector que une el Sol con el planeta en la
unidad de tiempo.

La segunda ley de Kepler puede enunciarse asi:

«El radiovector que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales».

En un sistema de referencia con el Sol en el origen de coordenadas, la velocidad areolar sera la derivada del
area barrida por el vector de posicion del planeta en la unidad de tiempo:

L _d A
A de
El area barrida en un tiempo muy pequefio dt, es la mitad del producto vectorial
del vector de posicion, r, del planeta por su vector desplazamiento, dr.
dA==(7xd7)
2
La velocidad areolar puede expresarse asi: ¢
5yndA_LEXdR 1, dF 1. o
Ade 2 dr 2 Tdt 2
Siendo vel vector velocidad del planeta.
Si derivamos va respecto al tiempo:
1
-  d(=FXV - -
Vs _ (2 )—l drs+ Laxd¥ 1o 4 Lava < N
dt dt 2 dt 2 dt 2 2
_ <
El producto vectorial de un vector, v, por si mismo es cero.

[vxv[ =V |V -sen0°=0

El vector de posicion, r, y el vector fuerza, F, son paralelos de sentido opuesto, y la aceleracion, a, tiene la
misma direccién y sentido que la fuerza de atraccion entre el Sol y el planeta.
El producto vectorial de dos vectores paralelos también es cero, porque su modulo vale:

|rxa| = |r - |a| - sen 180° = 0

El resultado es el vector 0 (cero).

Si la derivada es nula, la velocidad areolar es constante.
Como la velocidad areolar es constante, se puede escribir en méodulos:

|H - |V| - sen ¢ = constante

Despreciando las variaciones del angulo ¢, entre el vector de posicion y el vector velocidad, cuanto menor
sea la distancia, r, entre el planeta y el Sol, mayor sera su velocidad.

El punto de la trayectoria en el que la velocidad orbital del planeta es maxima es el perihelio, el punto mas
proximo al Sol.

5.  Siun satélite artificial describe orbitas circulares alrededor de la Tierra, justifica cual de las siguientes
afirmaciones es correcta en relacion con su energia mecanica E'y sus velocidades orbital vy de escape
Vei
AE=0,v=v.
B) E<O0,v<ve
C)E>0,v>ve
(P.A.U. jun. 14)

Solucion: Ninguna
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Tal como esta enunciada la pregunta, parece que la velocidad de escape del satélite se refiere a cuando el
satélite se encuentra en Orbita. En ese caso la velocidad de escape del satélite en 6rbita y su velocidad orbi-
tal coinciden, como se ve a continuacién. La opcién B no se cumple.

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E. + Ep)e — (Ec + Ep),

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Eo=(E.+E)s=0+0=0
La energia necesaria seria:
AE =% m- v = (E + E)o — (Ep)h

lmvzzo—(—GM'm)ZG M-m
2 r r

Despejando la velocidad de escape de un satélite en Orbita, queda:

Ve o= ZGM
\ -

Si la direccion de escape es perpendicular a la velocidad del satélite en la orbita, esta es la velocidad per-
pendicular que hay que suministrarle.

Si la direccion de escape es paralela a la direccién de movimiento del satélite, hay que tener en cuenta su
energia cinética.

Si el sentido de la velocidad de escape fuese el mismo que el del movimiento del satélite, habra que propor-
cionarle una velocidad adicional igual a la diferencia entre la velocidad de escape y la que ya tiene.

La velocidad de escape es igual que la velocidad orbital. Pero ninguna de las opciones coincide con los re-
sultados obtenidos. E< 0y v = v..

Analisis: Me imagino que aunque el enunciado habla de la velocidad de escape del satélite, el autor de la cues-
tion daba por hecho que la velocidad de escape se referia a un proyectil en la superficie de la Tierra:

v :\/ 2 GM que da un valor superior a cualquier velocidad orbital = G-M
¢ R

, ya que, aparte del factor 2,
r < R (radio de la Tierra). En ese caso la opcion B seria correcta, pero, en mi opinion, no lo es.

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

Es:(Ec+Ep)s:0+(—G—' =

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:

AE=%m- v =(E +E)ew— (E + Ey)s

1 2 M-m\ _M-m
2mve—O ( G R )—G R

Despejando la velocidad de escape, queda:

Las opciones A y B no se cumplen.
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La energia mecanica es negativa: E < 0.

6. Un planeta describe una érbita plana y eliptica en torno al Sol. ;Cual de las siguientes magnitudes es
constante?
A) El momento lineal.
B) La velocidad areolar.
C) La energia cinética.
(P.A.U. jun. 13)

Solucion: B

La velocidad areolar de un planeta es el area que barre el radiovector que une el Sol con el planeta en la
unidad de tiempo.

La segunda ley de Kepler puede enunciarse asi:

«El radiovector que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales».

En un sistema de referencia con el Sol en el origen de coordenadas, la velocidad areolar sera la derivada del
area barrida por el vector de posicion del planeta en la unidad de tiempo:

5 _d A
AT dte
El area barrida en un tiempo muy pequefio dt, es la mitad del producto vectorial
del vector de posicion, r, del planeta por su vector desplazamiento, dr.
- 1 - -> E
dA=—(Fxd7)
2
La velocidad areolar puede expresarse asi: ¢
5= dA_1PXAF 1. dF 1.,
A7de 2 dr 2 T dr 2
Siendo vel vector velocidad del planeta.
Si derivamos v, respecto al tiempo:
1
- d(=FXV - -
dv, (2 )1dr.. 1, dv_1. o 1. . < L
= =——XVv + - rX—-/—=-vXv + —rXa
dt dt 2 dt 2 dt 2 2
- <
El producto vectorial de un vector, v, por si mismo es cero.

[vxv[=[v-|v-sen0°=0

El vector de posicion, T y el vector fuerza, F, son paralelos de sentido opuesto, y la aceleracion, a, tiene la
misma direccién y sentido que la fuerza de atraccion entre el Sol y el planeta.
El producto vectorial de dos vectores paralelos también es cero, porque su méodulo vale:

|rxa|=|r-|a| - sen 180° = 0

El resultado es el vector 0 (cero).

TXa=0+0=0

Si la derivada es nula, la velocidad areolar es constante.

Las otras opciones:
A. Falsa. B _
El momento lineal p de un objeto de masa m que se mueve a una velocidad v vale:

P=m-v

La direccién cambia a medida que el planeta se desplaza alrededor del Sol.
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C. Falsa. En una orbita eliptica, con el Sol situado en un de los focos, la distancia del planeta al Sol no es
constante.
La energia potencial gravitatoria, tomando como origen de energia el infinito, viene dada por la expresion:
M-m

r

E=-G

Siendo M la masa que origina el campo gravitatorio, (en este caso la del Sol), m es la masa del objeto situa-
do en él (el planeta), rla distancia entre ambas masas y G la constante de la gravitacion universal.

La energia potencial es negativa y sera tanto mayor cuanto mayor sea la distancia r.

Como la energia mecanica se conserva, pero la energia potencial gravitatoria depende de la distancia, la
energia cinética varia con la distancia y no se mantiene constante.

7. Dos satélites idénticos, 1y 2, describen 6rbitas circulares de diferente radio en torno a la Tierra
(ry < ). Por lo que:
A) 2 tiene mayor energia cinética.
B) 2 tiene mayor energia potencial.
C) Los dos tienen la misma energia mecanica.
(P.A.U. sep. 12)

Solucion: B

La energia potencial gravitatoria para un satélite de masa m, que gira alrededor de la Tierra en una 6rbita
de radio r, es inversamente proporcional al radio de la orbita.

M-m
r

E=-G

p

Pero como es negativa, cuanto mayor sea el radio de la 6rbita, mayor sera la energia potencial.

Epo > Ep

Las otras opciones:
A. Falsa.
La velocidad de un satélite que gira a una distancia r alrededor de un astro de masa M es:

G-M
r

V=

La energia cinética de un satélite de masa m que gira alrededor de la Tierra con velocidad v es directamen-
te proporcional al cuadrado de la velocidad.

E.=%m-+1

Por tanto, la energia cinética de cada satélite es inversamente proporcional al radio de su drbita: a mayor
radio, menor energia cinética.

C. Falsa. La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.

E:Ec+Ep:lm'Vz+(—GM'm)
2 r
Sustituyendo V* en la expresion de la energia mecénica:
F=E +EP=lm-v2—GM'm:lGM'm—GM'm:—lGM'm
¢ 2 r 2 r r 2 r

La energia mecanica de un satélite en una Orbita es inversamente proporcional al radio de la 6rbita. No
pueden ser iguales porque los satélites tienen la misma masa.

8. En el movimiento de los planetas en érbitas elipticas y planas alrededor del Sol se mantiene constan-
te:
A) La energia cinética.
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B) EI momento angular.
C) El momento lineal.
(P.A.U. jun. 12)

Solucion: B

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas centrales, en las que la fuerza gravitatoria que ejerce el Sol
sobre un planeta tiene la misma direccién (y sentido contrario) que el vector de posicion del planeta colo-
cando el origen de coordenadas en el Sol.

En un campo de fuerzas centrales el momento angular (momento cinético) es constante.

El momento angular, Lo, de una particula de masa m que se mueve con una velocidad v respecto a un pun-
to O que se toma como origen es:

Lo=rxm-v
Para estudiar su variacion, se deriva con respecto al tiempo:

d_io_d('me"ﬁ)_d_?Xm'_ﬁ_'__;Xd(mi?)
dt  dt T dt dt

El primer sumando da el vector 0 (cero) porque la velocidad, v, y el
momento lineal, m - v, son paralelos.

[vxm-v|=[v|-m-|[v|-sen0=0

El segundo sumando también da el vector 0 porque, al ser el campo de
fuerzas un campo central, el vector de posicion, r, con origen en el ‘
punto origen del campo y el vector fuerza (dirigido hacia ese origen)
son vectores paralelos de sentido contrario.

|rx F|=|r|-|F|-sen 180° =0

La derivada es cero.
di,
dt

- -> = -> - > >
=vXm-v+rXF=0+0=0

Cuando una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales, el momento angular, Lo, respecto al pun-
to origen de la fuerza es un vector constante, ya que su derivada es cero.

Las otras opciones:

A. Falsa. En una Orbita eliptica, con el Sol situado en un de los focos, la distancia del planeta al Sol no es
constante.

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas conservativo, ya que es un campo de fuerzas centrales.

La energia potencial gravitatoria, tomando como origen de energia el infinito, viene dada por la expresion:

M-m
r

E=-G

P

Siendo M la masa que origina el campo gravitatorio, (en este caso la del Sol), m es la masa del objeto situa-
do en él (el planeta), rla distancia entre ambas masas y G la constante de la gravitacion universal.

La energia potencial es negativa y sera tanto mayor cuanto mayor sea la distancia r.

Como la energia mecanica se conserva, pero la energia potencial gravitatoria depende de la distancia, la
energia cinética varia con la distancia y no se mantiene constante.

C. Falsa. E]l momento lineal, 1_), de un objeto de masa m que se mueve a una velocidad, v, vale:
P=m-¥

Como se dijo para la opcién A, la rapidez varia con la distancia del planeta al Sol. Ademas, la direccion
cambia a medida que el planeta se desplaza.

9.  Plutdn describe una érbita eliptica alrededor del Sol. Indica cuél de las siguientes magnitudes es ma-
yor en el afelio (punto mas alejado del Sol) que en el perihelio (punto méas préoximo al Sol):



Fisica P.A.U. GRAVITACION 50

A) Momento angular respecto a la posicion del Sol.
B) Momento lineal.
C) Energia potencial.
(P.A.U. sep. 11)

Solucion: C

La energia potencial gravitatoria, tomando como origen de energia el infinito, viene dada por la expresion:

M-m
r

E=-G

Siendo M la masa que origina el campo gravitatorio, (en este caso la del Sol), m es la masa del objeto situa-
do en él (Plutdn), rla distancia entre ambas masas y G la constante de la gravitacién universal.

La energia potencial es negativa y sera tanto mayor cuanto mayor sea la distancia r, porque, aunque la di-
vision dé un nimero méas pequefio, es negativo (1 < 2, pero -1 > -2)

Las otras opciones:

A. Falsa. En las fuerzas centrales, como la gravitatoria, en la que la direccion de la fuerza es la de la linea
que une las masas, el momento cinético (o angular) L, respecto al punto O donde se encuentra la masa M
que crea el campo gravitatorio de un objeto de masa m que se mueve a una velocidad v es un vector cons-
tante.

Lo=rxm-v
B. Falsa. El momento lineal p de un objeto de masa m que se mueve a una velocidad v vale:
Pom-v
Por la_2.* ley de Kepler, que dice que las areas descritas por el radiovector que une el Sol con un planeta ba-

rre areas iguales en tiempos iguales, la velocidad en las proximidades del Sol (perihelio) es mayor que
cuando estd mas alejado del él (afelio).

10. Dos satélites 1y 2 de masas m, y m, (m, < my), giran alrededor de la Tierra en una érbita circular de
radio r:
A) Los dos tienen la misma energia mecanica.
B) 1 tiene menor energia potencial y menor energia cinética que 2.
C) 1 tiene mayor energia potencial y menor energia cinética que 2.
(P.A.U. jun. 10)

Solucion: C

La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.
E=E +E

La energia cinética de un satélite de masa m, que gira alrededor de la Tierra con velocidad v, es directa-
mente proporcional a la masa.

E.=%m-+V
Como m; < m,:
Ec1< c2

La energia potencial gravitatoria para un satélite de masa m, que gira alrededor de la Tierra en una drbita
de radio r, también es directamente proporcional a la masa.

M-m
r

E=-G

Pero como es negativa, cuanto mayor sea la masa, menor sera la energia potencial.

Ey > Ep
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11. Si dos planetas distan del Sol ry 4 rrespectivamente sus periodos de revolucién son:
A)Ty4T
B) Ty T/4
C)Ty8T
(P.A.U. sep. 07)

Solucion: C

La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos, T, de los planetas en su movimiento alrede-
dor del Sol, son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus Orbitas elipticas.

Si se hace la aproximacion de que las 6rbitas son practicamente circulares de radio 7, la expresion matema-
tica de esta ley seria:

2 3
Ii_n

27 .3
T,

Esto se puede demostrar para Orbitas circulares.
La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F.=—G

-
u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En mddulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracion tangencial, el mdodulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

sF=F;

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

> -
|2 Fl=m-[al

F,=m-ay
Sustituyendo la expresiéon del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M -m v?

P =

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:
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21w-r
T

v=

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\’ G-M
T r

Agrupando términos:

4 r=G-M-T
Para dos planetas, 1y 2, se dividen las expresiones correspondientes:
G-M-T?
6-M-T,

45 - r
471

3
1_
pl
2

SIS
oW

=
[ )
[l
%|*:
[y
[l
w
|
—
[\
oo
N
w

~

~

12. Dos satélites de comunicacion 1y 2 con diferentes masas (m; > m,) giran alrededor de la Tierra con
orbitas estables de diferente radio siendo r, < r,
A) 1 gira con mayor velocidad lineal.
B) 2 tiene menor periodo de revolucion.
C) Los dos tienen la misma energia mecanica.
(P.A.U. jun. 07)

Solucion: A

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F.=—G

->
u?

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En mddulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leraciéon tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Gnica fuerza que actda.

Zi‘ = T:G
La 2.2 ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a

Expresada para los médulos, queda:
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|2 Fl=m-[al

F.=m-ay

Sustituyendo la expresiéon del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m v
s mT=

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad lineal de un satélite en una drbita es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del radio de
la 6rbita. Como el radio de la 6rbita 1 es menor que el de la 6rbita 2, la velocidad del satélite en la orbita 1
sera mayor.

Las otras opciones:

B. El periodo de revolucién depende del radio de la 6rbita y de la velocidad.

Como la velocidad lineal v de un objeto que se mueve en una 6rbita circular de radio r con velocidad cons-
tante esta relacionada con el periodo T (tiempo que tarda en dar una vuelta completa) por la expresion:

21-r
V=
T
El periodo del movimiento circular es:
27 r
T=
v

Al ser mayor el radio de orbita 2, r, > r,, y menor su velocidad, v, < v, el periodo de revolucion del satélite
en la drbita 2 sera mayor que el de la orbita 1.

C. La energia mecanica de un satélite de masa m en Orbita circular de radio r alrededor de la Tierra de masa
M es la suma de las energias cinética y potencial.

E:E6+Ep:%m‘vz+(—GM.m)
r

Sustituyendo V* en la expresion de la energia mecénica:

E:EC+EPZ%m-vz—GM'm:%GM'm—GM'm:‘%G
r r r

M-m

r

La energia mecanica de un satélite en una Orbita es directamente proporcional a la masa del satélite e in-
versamente proporcional al radio de la 6rbita. No pueden ser iguales porque solo ocurriria si se cumpliese
la relacion:

Esta relaciéon no puede cumplirse porque m; > m, y r; < .

13. Si por una causa interna, la Tierra sufriera un colapso gravitatorio y redujera su radio a la mitad,
manteniendo constante la masa, su periodo de revolucién alrededor del Sol seria:
A) El mismo.
B) 2 afos.
C) 0,5 afios.
(P.A.U. jun. 07)

Solucion: A
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El periodo de revolucion de la Tierra, que sigue una trayectoria aproximadamente circular alrededor del
Sol, no depende del radio de la Tierra, ya que se puede considerar que se trata de una masa puntual.

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G

>
u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:
M-m

2
r

Fo=G

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.

YF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

|2 El=mal

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M -m v
S =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo Tes:

2w-r
T

v=

Igualando esta expresioén con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\_G-M
T

r

Agrupando términos:
4n*-rP=G-M-T
Despejando el periodo, queda:
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El periodo depende de la masa del Sol (no de la de la Tierra) y de r, que es el radio de la 6rbita de la Tierra
alrededor del Sol, o sea, la distancia del centro de la Tierra al centro del Sol. El radio del planeta Tierra no
influye en el periodo.

14. Dos satélites artificiales 1y 2 de masas m, y m, (m, = 2 m,), giran alrededor de la Tierra en una érbita
circular de radio r.
A) Tienen la misma velocidad de escape.
B) Tienen diferente periodo de rotacion.
C) Tienen la misma energia mecanica.
(P.A.U. jun. 05)

Solucion: A

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E. + Ep)o = (Ec + Ep),

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Eo=(E.+E)s=0+0=0

La energia necesaria seria:
AE =% m- ve* = (E + Ep)w — (Bt
%vaZO—(—G M'm):G M.m

e
r r

Despejando la velocidad de escape de un satélite en 6rbita, queda:

Ve o= ZGM
\ -

Si la direccion de escape es perpendicular a la velocidad del satélite en la 6rbita, esta es la velocidad per-
pendicular que hay que suministrarle.

Si la direccion de escape es paralela a la direccién de movimiento del satélite, hay que tener en cuenta su
energia cinética.

Si el sentido de la velocidad de escape fuese el mismo que el del movimiento del satélite, habra que propor-
cionarle una velocidad adicional igual a la diferencia entre la velocidad de escape y la que ya tiene.

La velocidad de escape es independiente de la masa del satélite. M es la masa del astro alrededor del que gi-
ran.

Las otras opciones:
B. Falsa. El periodo de rotacion es también independiente de la masa del satélite.
C. Falsa. La energia mecanica si depende de la masa del satélite.

15. En torno al Sol giran dos planetas cuyos periodos de revolucion son 3,66-10% dias y 4,32-10* dias res-
pectivamente. Si el radio de la 6rbita del primero es 1,49-10"" m, la drbita del segundo es:
A) La misma.
B) Menor.
C) Mayor.
(P.A.U. jun. 04)
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Solucion: C

La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos, T, de los planetas en su movimiento alrede-
dor del Sol, son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus érbitas elipticas.

Si se hace la aproximacion de que las 6rbitas son practicamente circulares de radio 7, la expresion matema-
tica de esta ley seria:

2 3
ILi_n

27 .3
T, r,

Esto se puede demostrar para Orbitas circulares.
La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracion tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

2

v
a,=—
Noop

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

sF=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
2 Fl=mal

F,=m-ay

Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M -m v?
, —mT—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
T

v=

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-ryY G-M

T r
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Agrupando términos:
4. r=G-M-T
Para dos planetas, 1y 2, se dividen las expresiones correspondientes:
47 -r, G-M-T,
4t rl G-M-T?

_ W

T! R ; 4,32-10° [dias] |’
—;:—3 = RZ:R13—2:1’49.1()“ [m]i/ Lz[dlas] =1,57-10" m
T; R, : 3,66-10" [dias ]

16. Para un satélite geoestacionario el radio de su érbita se obtiene mediante la expresion:
A)R=(T" GM/ 4m*)'"?
B) R=(T* g R/ 4m*)'"?
C)R=(TGn?*/4m*)'?
(P.A.U. jun. 04)

Solucion: A

Un satélite geoestacionario es el que se encuentra en la vertical del mismo punto de la Tierra, o sea, que
tiene el mismo periodo de rotacion alrededor de la Tierra que el de la Tierra sobre su eje.

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:
VZ

ay= ,
Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

yF= ?G
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los modulos, queda:
2 El=m-fal
c—M-ay

Sustituyendo la expresién del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M- -m v?
, M
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
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G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
V=
T

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

(Zn-r)z_G~M

T r

Agrupando términos:

47 rP=G-M-T

_4G-M-T?
r=y—
47

En un satélite geoestacionario, el periodo es de 24 horas, M es la masa de la Tierra y G la constante de la
gravitacion universal. Si disponemos de estos dos dltimos datos, el valor de radio es: r = 4,22-10" m.

Despejando el radio, r, de la orbita:

e Campo gravitatorio.

1. Para una particula sometida a una fuerza central se verifica que:
A) Se conserva su momento angular respecto al centro de fuerzas.
B) El trabajo realizado por dicha fuerza depende de la trayectoria seguida entre dos puntos dados.
C) Se conserva el vector momento lineal.
(P.A.U. sep. 15)

Solucion: A

El momento angular, Lo, de una particula de masa m que se mueve con una velocidad v respecto a un pun-
to O que se toma como origen es:
Lo=rxm-v

Para estudiar su variacion, se deriva con respecto al tiempo:

di, d(Fxm-¥) d7 )
= =—Xm-v+rX——=vXm-v+rXF
dt dt dt dt

El primer sumando da el vector 0 (cero) porque la velocidad, v, y el
momento lineal, m - v, son paralelos.

[vxm-v|=[v|-m-|[v|-sen0=0

El segundo sumando también da el vector 0 porque, al ser el campo de '
fuerzas un campo central, el vector de posicion, r, con origen en el ‘
punto origen del campo y el vector fuerza (dirigido hacia ese origen)
son vectores paralelos de sentido contrario.

|rxF|=r|-|F|-sen180° =0

La derivada es cero.
dI,
dt

Cuando una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales, el momento angular, Lo, respecto al pun-
to origen de la fuerza es un vector constante, ya que su derivada es cero.

- -> - > 5> > >
=vXm-v+trXF=0+0=0
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Las otras opciones:

B: Falsa. Una fuerza central es una fuerza conservativa.

El trabajo de una fuerza conservativa, cuando la particula se desplaza desde un punto 1 a un punto 2, es in-
dependiente del camino seguido y solo depende de los puntos inicial y final. Se define una magnitud llama-
da energia potencial, E,, de forma que el trabajo, W, de la fuerza conservativa es igual a la variacion (cam-
biada de signo) de la energia potencial.

Wl*}Z = EP1 - Epz = _AEP
C. Falsa. Si la fuerza central es la fuerza resultante, por la 2.% ley de Newton, varia el momento lineal:

dm-v »

F= #0
dt

2. SilaTierra se contrae reduciendo su radio a la mitad y manteniendo la masa:
A) La érbita alrededor del Sol sera la mitad.
B) El periodo de un péndulo sera la mitad.
C) El peso de los cuerpos sera el doble.
(P.A.U. sep. 10)

Solucion: B

El periodo, T, de un péndulo de longitud L, en un lugar donde la gravedad sea g, viene dado por la ecua-

cion:
T=2mn \/Z
8

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa My radio R, sobre un objeto de masa m en su super-
ficie, se rige por la ley de Newton de la gravitaciéon universal:

> M-m
F.=—G 2 u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el objeto con el centro del planeta.
La aceleracion de la gravedad es la fuerza sobre la unidad de masa:

M, m
F R M
g:—G:—T:G_ZT
m m R;

Si el radio de la Tierra fuera la mitad, manteniendo la masa, la aceleracion, g de la gravedad en su superfi-
cie seria cuatro veces mayor.

'=G M, 4GMT 4
g = = —_—= g
(R./2)* R%

El periodo, T, de un péndulo en tal caso seria la mitad.

r=2n| Lmon| Loay LT
8 g Vg 2
Las otras opciones:

C: Como la gravedad seria cuatro veces mayor, el peso de los cuerpos seria cuatro (y no dos) veces mayor.
A: El periodo de revolucion de la Tierra que sigue una trayectoria aproximadamente circular alrededor del
Sol no depende del radio de la Tierra, ya que se puede considerar que se trata de una masa puntual.

3. Cuando se compara la fuerza eléctrica entre dos masas, con la gravitatoria entre dos masas (cargas y
masas unitarias y a distancia unidad):
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A) Ambas son siempre atractivas.
B) Son de un orden de magnitud semejante.
C) Las dos son conservativas.
(P.A.U. sep. 10)

Solucion: C

Una fuerza es conservativa cuando el trabajo que realiza cuando se desplaza una magnitud sensible (masa
para las fuerzas gravitatorias, carga para las fuerzas eléctricas) entre dos puntos, es independiente del ca-
mino seguido, y solo depende de las posiciones inicial y final. En esos casos se puede definir una magnitud
llamada energia potencial que depende, ademas de la magnitud sensible, inicamente de las posiciones ini-
cial y final. Por tanto, el trabajo de la fuerza es la variacién (cambiada de signo) de la energia potencial.

Wlﬂz = Lp1 — Epz = _AEP

Es el caso de las fuerzas gravitatoria y eléctrica.

Gravitatoria Eléctrica
Fuerza f’GZ—G M ~2m oy ?‘E:K Q ‘zq ol
r r
Energia potencial E,=—G M-m E,,=K Q-q
r r

Las otras opciones:

A. Falsa. La fuerza gravitatoria es siempre atractiva, pero la fuerza eléctrica es atractiva para cargas de dis-
tinto signo, pero repulsiva para cargas del mismo signo.

B. Falsa. Dado el valor tan diferente de las constantes (K = 9:10° N-m*C?y G = 6,67-10* N-m*>kg™), la
fuerza entre masas o cargas unitarias separadas por la distancia unidad, sera ~ 10*° mayor en el caso de la
fuerza eléctrica, aunque esta comparacioén no tenga mucho sentido.

4. Siuna masa se mueve estando sometida solo a la acciéon de un campo gravitacional:
A) Aumenta su energia potencial.
B) Conserva su energia mecanica.
C) Disminuye su energia cinética.
(P.A.U. jun. 09)

Solucion: B

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas conservativo. El trabajo de la fuerza gravitatoria, cuando una
masa se desplaza de un punto 1 a un punto 2, es independiente del camino seguido y solo depende de los
puntos inicial y final. Se define una magnitud llamada energia potencial, E,, de forma que el trabajo, W, de
la fuerza gravitatoria es igual a la variacion (cambiada de signo) de la energia potencial.

Wl—>2 = Epl - Epz = _AEp

Como el trabajo de la fuerza resultante es, por el principio de la energia cinética, igual a la variacion de
energia cinética:

Wresultante) = E., — E.; = AE,
Si la Unica fuerza que realiza trabajo es la fuerza gravitatoria, ambos trabajos son iguales:
Wi, = W(resultante)
Eyi— E;=Ee, - E,
Agrupando términos:
E,+E,=E;+E,

La energia mecanica (suma de la energia cinética y potencial) se conserva.
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5.  El trabajo realizado por una fuerza conservativa:
A) Disminuye la energia potencial.
B) Disminuye la energia cinética.
C) Aumenta la energia mecanica.
(P.A.U. jun. 08)

Solucion: A

El trabajo que hace una fuerza conservativa entre dos puntos 1y 2 es igual a la disminucion de la energia
potencial:

W1—>2 = Epl - Epg = _AEP

Es el trabajo que hace la fuerza del campo.
Las masas se mueven en un campo gravitatorio en el sentido de los potenciales decrecientes, que es el sen-
tido de la fuerza del campo, por lo que el trabajo es positivo.

6. En relacion con la gravedad terrestre, una masa m:
A) Pesa mas en la superficie de la Tierra que a 100 km de altura.
B) Pesa menos.
C) Pesa igual.
(P.A.U. jun. 08)

Solucion: A
El peso P de un objeto de masa m en la Tierra es la fuerza F con que la Tierra lo atrae, que viene dada por la
ley de Newton de la gravitacién universal:

M m

P=F=G—
p

En la ecuacién, G es la constante de la gravitacién universal, Mr es la masa de la Tierra, y r es la distancia
entre el objeto, supuesto puntual, y el centro de la Tierra.

Cuando el objeto se encuentra en la superficie de la Tierra, esa distancia r es el radio de la Tierra Rr. Cuan-
do se encuentre a una altura h = 100 km, la distancia es mayor:

r=RT+h>RT

Por tanto, al ser mayor el denominador de la expresion, la fuerza peso sera menor.

7.  Enel campo gravitatorio:
A) El trabajo realizado por la fuerza gravitatoria depende de la trayectoria.
B) Las lineas de campo se pueden cortar.
C) Se conserva la energia mecanica.
(P.A.U. sep. 06)

Solucion: C

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas conservativo. El trabajo de la fuerza gravitatoria, cuando una
masa se desplaza de un punto 1 a un punto 2, es independiente del camino seguido y solo depende de los
puntos inicial y final. Se define una magnitud llamada energia potencial, E,, de forma que el trabajo, W, de
la fuerza gravitatoria es igual a la variacion (cambiada de signo) de la energia potencial.

W1—>2 = Ep1 - Epz = _AEP

Como el trabajo de la fuerza resultante es, por el principio de la energia cinética, igual a la variacion de
energia cinética:

Wresultante) = E., — E.; = AE,

Si la Unica fuerza que realiza trabajo es la fuerza gravitatoria, ambos trabajos son iguales:
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Wi, = W(resultante)
Eyi — Epp = Ec — Eca
Agrupando términos:
E,+Eq=E;,+ Ee

La energia mecanica (suma de la energia cinética y potencial) se conserva.

8. En el movimiento de la Tierra alrededor del Sol:
A) Se conservan el momento angular y el momento lineal.
B) Se conservan el momento lineal y el momento de la fuerza que los une.
C) Varia el momento lineal y se conserva el angular.
(P.A.U. sep. 04)

Solucion: C
El momento angular, Lo, de una particula de masa m que se mueve con una velocidad v respecto a un pun-
to O que se toma como origen es:
Lo=rxm-v
Para estudiar su variacion, se deriva con respecto al tiempo:

dI, d(#xXm-¥) d¥ v w_d(mY) - .
— = Xm-V+rX—————L=vXm - v+ XF
di ds d mVITR Ty TvamevEr

El primer sumando da el vector 0 (cero) porque la velocidad, v, y el
momento lineal, m - v, son paralelos.

[vxm-v|=[v|-m-|[v|-sen0=0

El segundo sumando también da el vector 0 porque, al ser el campo de
fuerzas un campo central, el vector de posicion, ¥, con origen en el ‘
punto origen del campo y el vector fuerza (dirigido hacia ese origen)
son vectores paralelos de sentido contrario.

|rx F|=[r|-|F|-sen 180° =0

La derivada es cero.

Cuando una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales, el momento angular, Lo, respecto al pun-
to origen de la fuerza es un vector constante, ya que su derivada es cero.

El momento lineal: p = m - v no sera constante, ya que el vector v, que es tangente la trayectoria de la 6rbi-
ta del planeta, cambia de direccion.

ACLARACIONES

Los datos de los enunciados de los problemas no suelen tener un niumero adecuado de cifras significa-
tivas, bien porque el redactor piensa que la Fisica es una rama de las Matematicas y los nimeros en-
teros son nimeros «exactos» (p. ej. la velocidad de la luz: 3-10° m/s cree que es

300000 000,000000 000 000 000... m/s) o porque atin no se ha enterado de que se puede usar calculadora
en el examen y le parece mas sencillo usar 3-10° que 299 792458 m/s).

Por eso he supuesto que los datos tienen un nimero de cifras significativas razonables, casi siempre
tres cifras significativas. Menos cifras darian resultados, en ciertos casos, con una incertidumbre des-
medida. Asi que cuando tomo un dato como ¢ = 3-10* m/s y lo reescribo como:

Cifras significativas: 3
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¢=3,00-10. m/s

Lo que quiero indicar es que supongo que el dato original tiene tres cifras significativas (no que las
tenga en realidad) para poder realizar los calculos con una incertidumbre mas pequefia que la que
tendria en ese caso. (3-10° m/s tiene una sola cifra significativa, y una incertidumbre relativa del 30 %.
Como las incertidumbres se suelen acumular a lo largo del calculo, la incertidumbre final seria inad-
misible. Entonces, ;para qué realizar los calculos? Con una estimacion seria suficiente).

Cuestiones y problemas de las Pruebas de evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad (A.B.A.U.y
P.A.U.) en Galicia.

Respuestas y composicion de Alfonso J. Barbadillo Maran.

Algunos calculos se hicieron con una hoja de célculo de LibreOffice del mismo autor.

Algunas ecuaciones y las formulas organicas se construyeron con la extensién CLC09 de Charles Lalanne-Cassou.
La traducci6n al/desde el gallego se realiz6 con la ayuda de traducindote, y del traductor de la CIXUG.

Se procurd seguir las recomendaciones del Centro Espafiol de Metrologia (CEM).

Se consulté al Copilot de Microsoft Edge y se tuvieron en cuenta algunas de sus respuestas en las cuestiones.
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