Fisica A.B.A.U. GRAVITACION 1

Gravitacion
Método, aproximaciones y recomendaciones

¢ PROBLEMAS

e Satélites

1. El telescopio espacial Hubble (HST) orbita la Tierra de forma aproximadamente circular a una altura
sobre la superficie terrestre de 520 km. Calcula:
a) El periodo orbital del HST.
b) E valor del potencial gravitatorio terrestre en la 6rbita del HST.
DATOS: G = 6,67x10""" N m? kg% M(T) = 5,98x10* kg; R(T) = 6370 km. (A.B.A.U. extr. 24)
Rta.:a) T = 1h 34min; b) V= -5,78-10" J/kg.

Datos Cifras significativas: 3
Altura de la 6rbita h =520 km = 5,20-10° m
Masa de la Tierra M=5,98-10* kg

Radio de la Tierra R=6370 k m= 6,37-10° m
Constante de la gravitaciéon universal G=6,67-10" N-m*kg™
Incognitas

Periodo orbita T

Potencial gravitatorio terrestre en la 6rbita Vv

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =g M-m 3

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N 2T

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

27T-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

2

Aceleracion normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
o=

en una trayectoria circular de radio r NT
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+
. . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
’
Energia mecanica E=E.+E,
Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

-
2 Uy

,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la

linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:
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Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actuta.

3F=F;
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
2 Fl=m 2]
F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
G M :H —
r r
Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
G-M
V=
-

a) El radio de la 6rbita es:
r=R+ h=637-10° [m] + 5,20-10° [m] = 6,89-10° m

Se calcula la velocidad orbital sustituyendo los valores de los datos:

G-M 101 2y 27 10
v:\/_ _\/6,67 10 [Nm kg ]:5.97-10" [kg]_, o005 0o

roo 6,89-10° [m]

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

. 2-3,14-6,89-10°
=2 23 6’3 [m]:5,70~103s:1h34 min
v 7,60-10° [m/s]

271
‘V:

b) El potencial gravitatorio es energia potencial de la unidad de masa.

La expresion del potencial queda:

El potencial en la 6rbita valdra:

—11 2 -2 24
V:_6,67-10 [N-m -kg6 ]-5,97-10 [kg]:_5,78'107 Jikg
6,89-10° [m]

2. El Sentinel-1 es un satélite artificial de 6rbita circular polar de la Agencia Espacial Europea dentro del
Programa Copérnico destinado a la monitorizacion terrestre y de los océanos. Esta situado a 693 km
sobre la superficie terrestre.

a) ;Cuantas vueltas da a la Tierra cada dia?
b) ;Qué velocidad hubo que proporcionarle en el lanzamiento para ponerlo en érbita?
Datos: G = 6,67-107"" N m?kg % M(T) = 5,97-10** kg; R(T) = 6,37-10° m. (A.B.A.U. extr. 23)
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Rta.: a) f= 14,6 dia™; b) v = 8,29-10°* m/s

Datos Cifras significativas: 3
Altura de la orbita h =693 km = 6,93-10° m
Masa de la Tierra M =5,97-10** kg
Radio de la Tierra R=6,37-10°m
Constante de la gravitacién universal G =6,67-10"" N-m*-kg™
Incognitas
Vueltas que da a la Tierra cada dia (frecuencia) f
Velocidad desde la superficie para ponerlo en 6rbita v
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m %
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) ¢ 2T
2.2 ley de Newton de la Dinamica YF=m-a
21w-r
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v_2
en una trayectoria circular de radio r NT
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+?
M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
-
Energia mecénica E=E.+E
Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una orbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

->
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ay. Al no tener ace-
leracidén tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

yF= ?G
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:
2 Fl=m-fal
Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del modulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
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2

M- -m v
2 =m——

r r

G
Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

V=

a) El radio de la 6rbita es:
r=R+ h=6,37-10° [m] + 6,93-10° [m] = 7,06-10° m

Se calcula la velocidad orbital sustituyendo los valores de los datos:

=7,51-10" m/s

:\/G-M _\/6,67-10‘“ [N-m’ kg °]-5,97-10" [kg]
r 7,06-10° [m ]

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27 - 27 2-3,14-7,06-10°
p=Br g 209, = [m]:5,91-103s:1,64h
T v 7,51-10° [m/s]

La frecuencia es la inversa el periodo:

_1_ 1 24,0 [h]
f_T_1,64[h] 1[dia]

=14,6 dia™'
b) La energia que hay que comunicarle al satélite en la superficie de un planeta es la diferencia entre la que
tendra en Orbita y la que tiene en el suelo:
AE = E(6rbita) — E(suelo)
Se calcula la energia potencial en la dorbita, en funcién de la masa del satélite:

—11 2 -2 24
Ep:—GM m __ 6,67-10 [N-m*- kg 6] 5,97-10" [kg] Mo 564-10'm ]
r 7,06-10° [m]

Se calcula la energia cinética en la 6rbita, en funcién de la masa del satélite:
E.=m-(7,51-10° [m/s])* / 2 = 2,82:10" m]

La energia cinética es la mitad y de signo contrario que la energia potencial.
La energia (mecéanica) total es la suma de las energias cinética y potencial, y vale el doble que la energia ci-
nética, pero es negativa.

E=E. +E,=28210" m[J] - 56410’ m[J] = - 2,82:10" m]

En el suelo, la energia cinética es despreciable. La energia potencial en el suelo, en funcion de la masa del
satélite, es:

—11 2 -2 24
Ep:—GM m __ 66710 [N-m*- kg 6] 5,97-10 kg ] Mo 62510 m
R 6,37-10° [m]

La energia que hay que comunicarle al satélite en la superficie, en funcién de la masa del satélite, es:
AE = E(6rbita) — E(suelo) = -2,82-10" m [J] - (-6,25-10" m [J]) = 3,43-10" m ]

La velocidad que se le debe comunicar es:

2E [2-3,43-10
e /_:@:8,29.103 s
m m

3. Un pequefio satélite gira alrededor de la Luna orbitando en una circunferencia de 3 veces el radio de
la Luna.
a) Calcula el periodo del satélite y determina la energia mecanica total que posee el satélite en su
orbita.
b) Deduce y calcula la velocidad de escape desde la Luna.
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DATOS: G =6,67-10""" N m* kg%, M(L) = 7,35-10* kg; R(L) = 1740 km; m(satélite) = 1500 kg.
(A.B.A.U. ord. 23)
Rta.: a) T=3,38-10* s = 9 h 24 min; E = -7,0-10® J; b) v. = 2,37 km/s (suelo) 0 969 m/s desde la 6rbita.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la orbita r=3-1,74-10°m = 5,22-10° m
Masa de la Luna M=173510"kg

Radio de la Luna R=1740 km = 1,74-10° m
Constante de la gravitaciéon universal G =6,67-10" N-m*kg™
Masa del satélite m = 1500 kg =1,50-10> kg
Incognitas

Periodo de la 6rbita T

Energia mecanica del satélite E

Velocidad de escape desde la Luna Ve

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacién universal F =0 M-m 3

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N T

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= 23; r

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v

en una trayectoria circular de radio r W=

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+V

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G Mr n

Energia mecanica E=E. +E

Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracion normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

yF= ?G
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a

Expresada para los médulos, queda:
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2 Fl=mal
F.=m-ay

Sustituyendo la expresiéon del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m v
s mT=

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

a) Se calcula la velocidad orbital sustituyendo los valores de los datos:

=969 m/s

v:\/G-M _\/6,67-10‘“ [N-m’ kg °]-7,35-10% [kg]
r 5,22-10° [m]

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

_2m-r _2m-r 2-3,14-1,75-10° [m]
vV= 2T— =
T v 969 [m/s]

Se calcula la energia potencial:

=3,38-10" s=9 h 24 min

M' . —11 . 2. -2 . . 22 . . 3
E=—G m __667-10 [N-m™-kg °]-7,25-10" [kg]-1,50- 10 [kg]=—1,41-109J
r 969 [m |

Se calcula la energia cinética:
E. = 1,50-10° [kg] - (969 [m/s])?/ 2 = 7,04-10% ]

La energia cinética es la mitad y de signo contrario que la energia potencial.
La energia (mecanica) total es la suma de las energias cinética y potencial, y vale lo mismo que la energia
cinética, pero es negativa.

E=E,+E, =7,0410° [J] - 1,41-10° [J] = -7,0-10% ]

b) Si se entiende la pregunta como «velocidad de escape desde la superficie de la Luna».

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (Ec + Ej) = (Ec + Ep);

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Eo=(E.+E)x=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa My radio R es:

EPZ_GM
R

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

M-m M-m
E=(E+E )= —G——|=—G——
=(E.+E,), O+( G 2 ) G m

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:

AE =% m-ve® = (E. + Ey)e — (Ec + Ep)s
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lmvizo— —GM'm :GM~m
2 R R

Despejando la velocidad de escape, queda:

v,= 2GM
R

€

17,35-10” [kg]

. =2,37-10° m/s=2,37 km/s
1,74-10° [m

Ve:\/2‘6,67‘ 10 "' [N-m*-kg *]

Si, por el contrario, se desea saber la velocidad de escape desde la orbita:
La energia necesaria seria:

AE =% m- ve? = (E. + Ep)w — (Ep)

M'm):GM-m

1
= mvzzo—(—G
2

r r

Despejando la velocidad de escape de un satélite en Orbita, queda:

Ve o= 2GM
\ -

Si la direccion de escape es perpendicular a la velocidad del satélite en la orbita, esta es la velocidad per-
pendicular que hay que suministrarle.

Si la direccion de escape es paralela a la direccion de movimiento del satélite, hay que tener en cuenta su
energia cinética.

Si el sentido de la velocidad de escape fuese el mismo que el del movimiento del satélite, habra que propor-
cionarle una velocidad adicional igual a la diferencia entre la velocidad de escape y la que ya tiene.

=969 m/s

. _\/GM _\/6,67-10“ [N-m*-kg *]-7,35-10” [kg]
r 5,22-10° [m]

4. Un satélite artificial tiene una masa de 200 kg y una velocidad constante de 7,00 km-s™".
a) Calcula la altura a la que orbita.
b) Si en ese momento se le suministra una energia igual a la energia cinética que ya tiene, calcula a
qué distancia de la Tierra podria llegar.
Datos: g = 9,81 m-s™; R(T) = 6,37-10° m. (A.B.A.U. extr. 22)
Rta.: a) h = 1750 km; b) r = co.

Datos Cifras significativas: 3
Velocidad del satélite en su Orbita alrededor de la Tierra. v =17,00 km/s = 7,00-10°> m/s
Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,80 m/s?
Incognitas

Altura de la 6rbita h

A qué distancia podria llegar con una energia igual a la energia cinética T

Otros simbolos

Masa del satélite m

Radio de la orbita r

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m 3

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) G 2T

2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

2w-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
L . ay=
en una trayectoria circular de radio r Ny
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Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+?
, . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
’
Energia mecénica E=E.+E
Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

-
-
F,=—G u,
En esta expresion, G es la constante de la gravitacién universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

M-m

Fo=G~—
.

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

yF= FG

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:

2 Fl=m @

Fo=m-ay
Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M- -m v

T=m—
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G

R representa el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:
G-M=g,-R

a) Se despeja el radio de la 6rbita, en la expresion de la velocidad orbital, y se sustituye G - M por g, - R*:
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G-M G-M_g,R" 981 [m=s?]-(6,37-10° [m])

= =>r= =8,12-10° m
r v’ v’ (7,00-10° [m/s])

Se calcula la altura restando el radio de la Tierra al radio de la 6rbita:
h=r-R=81210° [m] - 6,37-10° [m] = 1,75-10° m = 1750 km

Analisis: Aunque no se puede prever un valor, la altura obtenida es positiva.

b) La energia mecanica de un satélite en 6rbita es igual a su energia cinética cambiada de signo.
E=-E

La energia cinética de un objeto de masa m, que se mueve con velocidad v, es directamente proporcional al
cuadrado de su velocidad.

Ec=vam-+
La energia potencial gravitatoria de un satélite de masa m, que gira alrededor de un astro de masa M, en
una Orbita de radio r, es inversamente proporcional al radio de la 6rbita.
M-m

E=-G—

Donde G es la constante de la gravitacion universal.
La energia mecanica de un cuerpo de masa m, que se encuentra en 6rbita de radio r alrededor de un astro
de masa M, es la suma de sus energias cinética y potencial.

E:EC+Ep:%m'v2+(—GM’m)
,

La velocidad de un satélite que gira a una distancia r alrededor de un astro de masa M es:

G-M
v=
r

Sustituyendo v, la expresion de la energia cinética queda:

La expresion de la energia mecanica queda:

E:EC+EP:%m-v2—GM'm:%G M""—GM"”:—%G M.m
r r r

r

Al comunicarle una energia de igual valor al de su energia cinética, la energia que tendra sera cero. Con
ella podra alejarse de la Tierra a una distancia «infinita», puesto que en el infinito, la energia potencial es
nula:

M-m M-m _ M-m

=(0=>r=—G———=—-G———=

r Ep 0

E,=—G

5. El periodo de Jupiter en su orbita alrededor del Sol es aproximadamente 12 veces mayor que el de la
Tierra en su correspondiente 6rbita. Considerando circulares las 6rbitas de los dos planetas, determi-
na:

a) La relacion entre los radios de dichas érbitas.
b) La relacién entre las aceleraciones de los dos planetas en sus respectivas orbitas.

(A.B.A.U. ord. 22)
Rta.:a)r,/ r, =5,2;b) a, / a, = 0,036.

Datos Cifras significativas: 2
Periodo de Jupiter en su 6rbita alrededor del Sol T,=12T,

Incégnitas

Relacion entre los radios de las orbitas de Jupiter y de la Tierra r,/n

Relacion entre las aceleraciones en sus respectivas 6rbitas. a,/ a;
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Datos
Otros simbolos

Cifras significativas: 2

Periodo de la Tierra alrededor del Sol T,

Masa del Sol M

Distancias de Jupiter (2) y de la Tierra (1) al Sol Yo 11
Aceleraciones de Jupiter (2) y de la Tierra (1) en sus respectivas orbitas. Az, 4

Constante de la gravitacion universal G

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacién universal F =0 M-m %
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) ¢ T
2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

27T-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
L. ; a,=
en una trayectoria circular de radio r Ny

Solucion:

La tercera ley de Kepler dice que los cuadrados de los periodos, T, de los planetas en su movimiento alrede-
dor del Sol, son directamente proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus orbitas elipticas.
Si se hace la aproximacion de que las orbitas son practicamente circulares de radio r, la expresiéon matema-
tica de esta ley seria:

T

2
2

-

gwlﬁﬁw

Esto se puede demostrar para 6rbitas circulares.

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

-
-
F,=—G u,
En esta expresion, G es la constante de la gravitacién universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:

M-m

Fo=G~—
.

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.

La aceleraciéon normal, en un movimiento circular uniforme de radio r, se obtiene de la expresion:
2
v
a,=—
Ny

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

yF= FG
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los mdodulos, queda:

2 Fl=mal

Fo=m-ay
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Sustituyendo la expresiéon del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M-
G Zm =m
r r
Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
G-M
V=
r

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

_2®-r
T

v

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

(Zn-r)Z_G-M

T r
Agrupando términos:
412 r=G-M-T
Para dos planetas, 1y 2, se dividen las expresiones correspondientes:
47 -r, 6-M-T,
4tr) 6-M-T?

a) Se sustituye el dato:
ro TP (12T, 1447

3 :_2: 2 = 2 = 144
Ty 1 T, Bl

.
—2=J144=52

ry

Analisis: El radio de la orbita de Jupiter es mayor que el de la Tierra, como era de esperar.

b) De la ley de la gravitacion universal y de la 2.* ley de dinamica, ambas de Newton, se puede establecer
una relacion entre la aceleracion, a, de un planeta en su drbita, y su distancia, r, al Sol.

M-m

FG:G 2 =m-a
r
Se despeja la aceleracién:
G Mm
_Fs r GM
a=-—-= -2
m m r

&M
2 2
a, r, Iy
a, GM rg
r
Se sustituye el resultado del apartado anterior:
a
2= =_—_=0,036

6. En 1969 la nave Apolo 11 orbité alrededor de la Luna a una distancia media del centro de la Luna de
1850 km. Si la masa de la Luna es de 7,36-10?* kg y suponiendo que la drbita fue circular, calcula:
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a) La velocidad orbital del Apolo 11.

b) El periodo con que la nave describe la 6rbita.
Dato: G =6,67-10""" N-m?*-kg™.

Rta.: a) v= 1630 m/s; b) T=7,15-10° s

Datos

Masa de la Luna

Radio de la 6rbita

Constante de la gravitaciéon universal

(A.B.A.U. extr. 21)

Cifras significativas: 3

M= 173610 kg
r=1850 km = 1,85-10° m
G = 6,67-10"* N-m?kg ™

Incognitas

Valor de la velocidad lineal del satélite v

Periodo de la 6rbita T

Otros simbolos

Masa del satélite m

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacién universal F =0 M-m 3
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N T
2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v= 23; r
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v

en una trayectoria circular de radio r W=

Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacion universal:

M-m

2
r

F.=—G

->
u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u., el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En moédulos:
M-m

2
r

Fo=G

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.

YF= ?G
La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.
sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
|2 Fl=m-(al
Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
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2

M- -m v
2 =m——

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

vV=

a) Se calcula la velocidad orbital sustituyendo los valores de los datos:

=1,63-10° m/s=1,63 km/s

v:\/G-M :\/6,67~10‘“ [N-m® kg *]-7,36-10” [kg ]
r 1,85-10° [m]

b) El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27 r 2m-r _ 2-3,14-1,85-10° [m]
v= =>T= =

) =7,15-10" s=1 h59 min
T v 1,63-10° [m/s]

7. La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta esférico de 4100 km de radio es 7,2 m-s™.

Calcula:

a) La masa del planeta.

b) La energia minima necesaria que hay que comunicar a un minisatélite de 3 kg de masa para
lanzarlo desde la superficie del planeta y situarlo a 1000 km de altura sobre la misma, en una
orbita circular alrededor del planeta.

Dato: G=6,67-10""" N-m?* -kg>. (A.B.A.U. extr. 20)

Rta.: a) M = 1,8-10* kg; b) AE = 5,30-107 J.

Datos Cifras significativas: 3
Radio del planeta R =4100 km = 4,10-10° m
Aceleracion de la gravedad en la superficie del planeta go = 7,20 m/s?

Masa del satélite m = 3,00 kg

Altura de la Orbita h =1000 km = 1,00-10° m
Constante de la gravitacion universal G=6,67-10" N-m*kg™
Incégnitas

Masa del planeta M

Energia que hay que comunicarle desde la superficie del planeta AE

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m 3

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N T

2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a

2w-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

.7 . . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, g =Y

en una trayectoria circular de radio r Ny

Peso de un objeto de masa m en la superficie de un planeta cuya acelera- P=m- g,
cién de la gravedad es g,

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+?
. . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
-
Energia mecénica E=E.+E
Solucion:

a) En la superficie del planeta, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m
RZ

mg,=G

Se despeja la masa del planeta:
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_ &R 720 [m/s’]-(410-10° [m]’

M
G 6,67-10 "' [N-m’ - kg °]

=1,81-10"kg

b) La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.
La expresion de la energia potencial es:

M-m
r

E=-G

p

Se suponen que el satélite esta en reposo en la superficie del planeta, por lo que solo tiene energia poten-
cial. Se calcula esta energia potencial:
M-m 11,81-10" [kg]-3,00 [kg] _

suelo) =——G——=-6,67-10" " [N-m* - kg * =—8,86-10’
Ey(suelo) R [ g ] 410-10" [mn] J

Se calcula el radio de la 6rbita circular sumando la altura de 1000 km al radio del planeta:
r=R+ h=4,10-10° [m] + 1,00-10° [m] = 5,10-10° m
Se calcula la energia potencial en la érbita:

M-m

24
E,(6rbita) =G M- 66710 " [N-mz'kg_z] 1,81-10 [kg]-3,00 [kg]
r

5,10-10° [m]

=—7,12-10 ]

Para calcular la energia cinética en la 6rbita se necesita calcular la velocidad orbital.

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G i,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccién de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la inica fuerza que actuta.

yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

|2 Fl=m-[al

F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M -m v
S =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
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G-M
V=
-
Se sustituyen los valores:

—11 2 -2 24
=4 G-M :\/6’67'10 [N-m -kgﬁ ]-1,81-10 [kg]:4,87-103 m/s=4,87 km/s
r 5,10-10° [m]

Se calcula la energia cinética en Orbita:
E(6rbita) = m - v*/ 2 = [3,00 [kg] - (4,87-10° [m/s])?] / 2 = 3,56-10" ]
La energia mecanica es la suma de sus energias cinética y potencial:
E(6rbita) = E(6rbita) + E,(0rbita) = 3,56-107 [J] + (-7,12-10" [J]) = -3,56:10" ]

Analisis: Se puede demostrar que la energia mecanica tiene el valor opuesto al de la energia cinética sustitu-
yendo G - M /r por v’ en la expresion de la energia mecanica:

M-m 1 2 2 1 2
:Em-v —-m-vV'==—-—m-v'=—FE

E:EC+EP:%m-v2—G .

r

La energia que hay que comunicarle al satélite en la superficie del planeta es la diferencia entre la que ten-
dra en orbita y la que tiene en el suelo:

AE = E(6rbita) — E(suelo) = -3,56-107 [J] - (-8,86-10" [J]) = 5,30-107 ]

8. Un satélite artificial describe orbitas circulares alrededor de la Tierra a una altura de 350 km respecto
a la superficie terrestre. Calcula:
a) La velocidad orbital del satélite.
b) Su periodo de revolucién.
c) Compara el valor de su aceleracion centripeta con el valor de la intensidad del campo gravitatorio

g a esa distancia de la Tierra. ;Qué consecuencias se pueden extraer de este resultado?

Datos: R(T) = 6,37-10° m; g, = 9,81 m/s>. (A.B.A.U. ord. 19)
Rta.:a) v="7,70 km/s m; b) T=1h 31 min,; ¢) g = 8,81 m/s*

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R=6,37-10°m

Altura de la 6rbita h =350 km = 3,50-10° m
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,81 m/s?
Incégnitas

Velocidad orbital del satélite v

Periodo de revolucion T

Aceleracion centripeta a

Intensidad del campo gravitatorio a esa distancia de la Tierra Sn

Otros simbolos

Masa de la Tierra M
Valor de la velocidad del satélite en la 6rbita alrededor de la Tierra v

Constante de la gravitacion universal G
Radio de la 6rbita r

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m 3
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N e
2.2 ley de Newton de la Dindmica sF=m-a

2w-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

., o . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, o= v
en una trayectoria circular de radio r N

r
Intensidad del campo gravitatorio terrestre a una distancia r del centro g=—=G
m
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Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

->
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitaciéon universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

2
v
ay,=—
Ny

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.
yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m-fal

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresion del modulo, Fg, de la fuerza gravitatoria, queda:

2
M -m v
s T~

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacién entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M- -m

RZ

mg,=G
R representa el radio del astro y g el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacion es:
G-M=g R
a) Se calcula el radio de la 6rbita:
r=R+ h=637-10° [m] + 3,50-10° [m] = 6,72-10° m

Se calcula la velocidad orbital, sustituyendo G- M por g, - R%.
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G-M ‘R* 9,81 [m/s*]-(6,37-10° 2
V=4 =, & :\/ 81 [m/s°]( - [m]) =7.70-10° m/s
r r 6,72-10° [m]

b) El periodo se calcula a partir de la expresién de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

21 2n-r _2-3,14-6,72-10' [m]
V= =>T= = Z
T v 7,70-10° [m/s]

=5,49-10’ s=1 h 31 min

¢) La intensidad del campo gravitatorio se calcula sustituyendo G- M por g, - R*.

_Fo M g-R 981 [m/s’]-(6,37-10° [m])’
=", =07 ==

=8,81 m/s’
m r r (6,72-10° [m ])*

Se calcula la aceleracion centripeta:

2 (7,70-10° [m/s])
aN:v— :( (,)[m S]) :8,81 l’l'l/S2
r 6,72-10" [m]

Andalisis: El resultado tiene que ser el mismo porque la velocidad se calcula suponiendo que la uinica fuerza so-
bre el satélite es la fuerza gravitatoria y, por la 2.% ley de Newton, igualando la fuerza gravitatoria al producto
masa por aceleracion centripeta.

9. Un satélite GPS describe orbitas circulares alrededor de la Tierra, dando dos vueltas a la Tierra cada
24 h. Calcula:
a) La altura de su 6rbita sobre la superficie terrestre.
b) La energia mecanica.
c) El tiempo que tardaria en dar una vuelta a la Tierra si lo hacemos orbitar a una altura doble.
Datos: G = 6,67-107"" N-m*-kg™?; Mr = 5,98-10** kg; Rr = 6,37-10° m; masa del satélite = 150 kg.
(A.B.A.U. extr. 17)
Rta.: a) h=2,02-10"m; b) E = -1,12-10° J; c) T. = 28 h.

Datos Cifras significativas: 3
Frecuencia de la 6rbita f=2vueltas/24 h

Radio de la Tierra R=6,37-10°m

Masa del satélite m =150 kg

Masa de la Tierra M=598-10* kg
Constante de la gravitacién universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Incognitas

Altura de la orbita h

Energia mecanica E

El periodo, si la altura fuera el doble T.

Otros simbolos

Radio de la 6rbita original r

Valor de la velocidad del satélite en la orbita original

Nuevo radio de la 6rbita Te

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacién universal F =0 M-m %
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N o
2.2 ley de Newton de la Dinamica sF=m-a

27T-r

Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=

.s . . . 2
Aceleraciéon normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, v
4=

en una trayectoria circular de radio r Ny
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=%m-+V
. . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G
,

Energia mecanica E=E. +E
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Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

->
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitaciéon universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

2
v
ay,=—
Ny

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.
yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m-fal

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresion del modulo, Fg, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M -m v
s T~

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=
La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

vV=——
T

Igualando esta expresioén con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\’ G-M
T

r

Agrupando términos:
4n*-rP=G-M-T

a) Se despeja el radio de la 6rbita, r, y se sustituyen valores:

_4G-M-T?
r=y—
%
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La frecuencia es la inversa del periodo. El periodo orbital se calcula a partir de la frecuencia:

T:i:@:u h=4,32-10"s
f 2

Se calcula el radio de la 6rbita:

=2,66-10' m

rz;/ G-M-T° :i/ 6,67-10 "' [N-m*-kg *]-5,98-10* [kg](4,32-10" [s])*
47’ 4-3,14°
Se calcula la altura restando el radio de la Tierra al radio de la érbita:
h=r-R=266-10" - 6,37-10° = 2,02 -10’ m

Andalisis: Aunque no se puede prever un valor, la altura obtenida es positiva.

b) Se calcula la energia potencial:

—11 2 —2 24
Ep:—GM m __667-10 [N-m®-kg ]57,98 10" [kg] 150[kg]:_2,25'109J
r 2,66-10" [m |

Se calcula la energia cinética sustituyendo v* por GM / r:
1 1 M-m
E=-mv'=—G—— =1,12:10°]
2 2 r

La energia cinética es la mitad y de signo contrario que la energia potencial.
La energia (mecanica) total es la suma de las energias cinética y potencial, y vale lo mismo que la energia
cinética, pero es negativa.

E=E.+E,=1,12-10° [J] - 2,25:10° [J] = -1,1210° ]
¢) Si la altura fuera el doble, el nuevo radio de la érbita valdria:
r.=R+2h=6,37-10°+2-2,0-10"= 4,7 -10' m
La velocidad del satélite valdria:
VZW :\/6’67'10 ) [N:;le;% [2111']5,98'1024 [ke] =2,9-10° m/s=2,9 km/s

El periodo se calcula a partir de la expresion de la velocidad lineal en el movimiento circular uniforme:

27-R 27 2:3,14-4,7-107
WL LALLM A ) [m]:1,0-1053228h

v 2,9-10° [m/s]

Andalisis: El periodo de un satélite aumenta con la altura. El valor obtenido es mayor que el de la altura inicial.

10. Un astronauta esta en el interior de una nave espacial que describe una 6rbita circular de radio 2 Ry.
Calcula:
a) La velocidad orbital de la nave.
b) La aceleracion de la gravedad en la 6rbita de la nave.
c) Sien un instante dado, pasa al lado de la nave espacial un objeto de 60 kg en direccion a la Tierra

con una velocidad de 40 m-s™', halla la velocidad del objeto al llegar a la superficie terrestre.

Datos: Rr = 6370 km; g = 9,81 m-s™. (A.B.A.U. ord. 17)
Rta.: a) v=5,59 km/s; b) g = 2,45 m/s?; c) v, = 7,91-10> m/s.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la 6rbita r=2-R

Radio de la Tierra R=6370 km = 6,37-10° m
Aceleracién de la gravedad en la superficie de la Tierra 8o = 9,81 m/s?

Masa del objeto m = 60,0 kg

Velocidad del objeto al pasar junto a la nave vo = 40,0 m/s

Incégnitas
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Valor de la velocidad de la nave espacial en su 6rbita alrededor de la Tierra v

Aceleracion de la gravedad en la 6rbita de la nave. &n
Valor de la velocidad del objeto al llegar a la superficie terrestre. Vy
Otros simbolos
Masa de la Tierra M
Constante de la gravitaciéon universal G
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitaciéon universal =0 M-m %
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) ¢ 2T
2.2 ley de Newton de la Dinamica F=m-a
21w-r
Velocidad lineal en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T v=
Aceleracién normal de un objeto que se mueve con una velocidad lineal, v, 0= v_2
en una trayectoria circular de radio r NT
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E.=Y%m-+?

. . . . . . . M-m
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G .
Energia mecanica E=E.+E,
Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitaciéon universal:

M-m

2
r

F.=—G U,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el médulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

2
v
ay=—
N

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la Unica fuerza que actua.
yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los mddulos, queda:

|2 Fl=m-(al

Fo=m-ay

Sustituyendo la expresién del médulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M-m v
2 =m-—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:
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G-M
V=
r

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacion entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:
M-m

RZ

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
La relacién es:

G-M=g, R
a) Se calcula la velocidad orbital, sustituyendo G- M por g, - R®.

G. -R? -R? ‘R 21.6.37-10°
V= G-M :\/go :\/go :\/go :\/9’81 [m/S ] 6’37 10 [m] :5,59'103 m/s=5,59 km/s
r r 2R 2 2

Andalisis: Se espera que un objeto que se mueva alrededor de la Tierra tenga una velocidad de algunos km/s. El
resultado de 5,59 km/s esta de acuerdo con esta suposicion.

b) Se calcula la aceleracién de la gravedad en la 6rbita de la nave a partir de la 2.* ley de Newton, substitu-
yendo G- M por g, - R?, y el radio, r, de la 6rbita, por 2 R:

Mm
_: .— _ . F 2 'RZ 2
tF=m-a=F=mg= _Fo__ r :szwzg" =528 m/S 5 45 mls’

¢) Como la fuerza gravitatoria es una fuerza conservativa, la energia mecanica, suma de las energias cinéti-
cay potencial, se conserva.
Se calcula la energia potencial del objeto cuando pasa junto a la nave espacial:

M-m__ g, R* m__gyR-m _ 981 [m/s’]-6,37-10° [m]-60,0 [kg] ——187.10° ]
r 2-R 2 2
Se calcula su energia cinética:

Eei=m-12/2=60,0 [kg] - (40,0 [m/s])?/ 2 = 4,80-10* ]

E =—G

pl

La energia mecanica del objeto cuando pasa junto a la nave espacial es la suma de sus energias cinética y
potencial:

E=E:.:+Ey,=48010"[J] + (-1,87-10° [J]) = -1,87-10° ]
Se calcula la energia potencial del objeto cuando llega a la superficie de la Tierra:

E :—GM'm:——gO'RZ.m:—

02 2 g, R-m =—9,81[m/s*]-6,37-10° [m]-60,0 [kg]=—3,75-10" ]
.

Se calcula la energia cinética del objeto cuando llega a la superficie de la Tierra aplicando el principio de
conservacion de la energia:

Eeo=E-E,,=(-1387-10° [J]) - (-3,75-10° [J]) = 1,87-10° ]
Se calcula la velocidad del objeto al llegar a la superficie de la Tierra a partir de su energia cinética:

2-E . -10°
E=%m-vV= v:\/ CZ:\/2 1,87-10 []]:7,91~103m/s
m 60,0 [kg]

e Campo gravitatorio

1. Una nave sitia un objeto de 20 kg de masa entre la Tierra y el Sol en un punto donde la fuerza gravi-
tatoria neta sobre el objeto es nula. Calcula en ese punto:
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a) La distancia del objeto al centro de la Tierra.

b) La aceleracion de la Tierra debida a la fuerza que el objeto ejerce sobre ella.

DATOS: G = 6,67x10""" N-m?-kg% M(T) = 5,98x10 kg; M(S) = 2,00x10* kg;

distancia Tierra-Sol = 1,50x10"" m. (A.B.A.U. ord. 24)
Rta.: a) r=2,59-10* m; b) a = 1,99-107° m/s?.

Datos Cifras significativas: 3
Masa de la Tierra M(T) = 5,98-10** kg
Masa del Sol M(S) = 2,00-10*° kg

Masa del objeto m = 20,0 kg

Distancia Tierra-Sol d=1,50-10"m
Constante de la gravitacion universal G=6,67-10""' N-m*kg™
Incégnitas

Distancia del objeto al centro de la Tierra.
Aceleracion de la Tierra debida a la fuerza que el objeto ejerce sobre ella  la

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacion universal. I=—¢G M-m i
(Fuerza entre cuerpos esféricos o puntuales) T
2.2 ley de Newton de la Dinamica F=m-a
Solucion:

a) La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos masas puntuales o esféricas, My m, viene dada por la ley de
la gravitacion de Newton. G es la constante de la gravitacién universal y u. el vector unitario en la linea
que une las masas.

F=-G

Se escribe la ecuacion de la fuerza gravitatoria sobre el objeto, que es nula;

T s 5
Lt r B
-l d oy
r‘

Se elige un sistema de coordenadas con la Tierra en el origen, porque el punto donde se anula la fuerza tie-
ne que estar mucho mas cerca de la Tierra que del Sol, que tiene una masa mucho mayor. El Sol se sitda en
un punto del sentido positivo del eje X.

El vector unitario de la posicién del Sol en este sistema #,5 es el vector i, unitario del eje X en sentido po-

e . . . - . . . . -
sitivo. El vector unitario de la Tierra @, , tomando el Sol como origen, es el vector unitario contrario -i.
Se sustituyen los vectores unitarios en la ecuacion y se reordena:

_Gm_{+(_@m<_'{)):0'{

2

(d—r) r
_GAﬂsym+GAuTym:0
(d—r) r
M(S) _M(T) e M(S) o m(s) [ [M(s)
(d=r) 7 (d )_NHT) d M(T) d b M(T)

Se despeja ry se sustituyen los valores:
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d _1,50-10" [m]

_1+\/M(S) 1+\/2,00-10"‘0 [ke]

5,98-10* [kg]

=2,59-10° m

Analisis: La distancia obtenida es mucho menor que la que hay entre el Sol y la Tierra y el punto se sitia cerca
de la Tierra.

b) Se aplica a 2.* ley de Newton de la Dinamica en mddulos y se despeja la aceleracion que produce la masa
de 20 kg sobre el planeta Tierra:

o mMT)
2
a= r = 4 ZGE2

M(T)  M{F

2. La masa del planeta Marte es 0,107 veces la masa de la Tierra y su radio es 0,533 veces el radio de la
Tierra. Calcula:
a) El tiempo que tarda un objeto en llegar a la superficie de Marte si se deja caer desde una altura de

20 [kg]  _ .
-=1,99-10 “ m/s’

=6,667-10 " [N-m* kg *] ——=2
| & ](2,59-108 [m])

~

50 m.

b) La velocidad de escape de ese objeto desde la superficie del planeta.

Datos: g = 9,81 m-s™; Rr = 6,37-10° m. (A.B.A.U. ord. 21)

Rta.: a) t = 5,21 s; b) ve = 5,01-10°> m/s.
Datos Cifras significativas: 3
Masa de Marte My = 0,107 My
Radio de Marte Ry = 0,533 Rr
Altura desde la que se deja caer h=50,0m
Aceleracion de la gravedad en la Tierra go = 9,81 m/s?
Radio de la Tierra Rr=6,37-10°m
Incégnitas
Tiempo que tarda en caer a la superficie de Marte desde una altura de 50 m. ¢
Velocidad de escape en Marte Ve
Otros simbolos
Masa de la Tierra My
Constante de la gravitacion universal G
Ecuaciones
Ley de Newton de la gravitacién universal, en médulos. F.=G Mm
(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) N »
Peso de un objeto de masa m en la superficie de un planeta cuya acelera- P

., =m-g

cién de la gravedad es g,
Ecuacion de la caida libre (movimiento uniformemente acelerado) h=v-t+%g- £
Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E=%m-Vv
Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=-G Mr n
Energia mecanica E=E +E,

Solucion:
a) Hay que calcular el valor de la gravedad en la superficie de Marte.
El peso de un objeto cerca de la superficie de la Tierra es la fuerza con la que la Tierra lo atrae:
M. -m
R

m-g:=G

Analogamente, el peso de un objeto cerca de la superficie de Marte es la fuerza con la que a Marte lo atrae:
M, -m
Ry,

m-gu=G

Dividiendo la segunda ecuacion entre la primera, queda:
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M, -m
66—~
m'gM: Ry
m:- gy My-m

M, /M
LI L 0’1072:0,375
gr (Ry/R;)?* 0,533

Despejando:
&u = 3,69 m/s®

Andalisis: El resultado es razonable, ya que sabemos que la gravedad en la superficie de Marte es unas 3 veces
menor que en la superficie de la Tierra.

Se calcula el tiempo de la ecuacion de la caida libre, sin velocidad inicial:
2-h 2-50,0
h=%g = t=y——=4———=521s
M 3,69
b)

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.
La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E. + Ep)e — (E. + Ep),

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Ew=(E.+E)u=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa M y radio R es:

E=- M-m
R

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

E=(E+E,),=0+|-cM M | Mm
P R R

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:
AE =% m-v.® = (E. + Ey)e — (Ec + Ep)s

M-m :GM~m
R R

ve=q2GM
R

Cuando no se tienen los datos de la constante de la gravitacion universal, G, o de la masa, M, del astro, pero
si del valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie, se puede encontrar una relacion entre ellas
usando que, en la superficie del astro, el peso de un cuerpo, m - g, es igual a la fuerza gravitatoria:

M-m
RZ

1
= mvizo—(—G
2

Despejando la velocidad de escape, queda:

mg,=G

Rrepresenta el radio del astro y g, el valor de la aceleracion de la gravedad en su superficie.
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La relacion es:
G-M=g R
Hay que calcular también el radio de Marte:
Rv = 0,533 Ry = 0,533 - 6,37-10° [m] = 3,40-10° m

Se calcula la velocidad de escape sustituyendo G- M por g, - R%.

— zgo'Ri/iz

. 2 J2g, Ry=v2-3,69 [m/s’]-(3,40-10° [m])*=5,01- 10’ m/s=5,01 km/s
M

v

3. Un meteorito de 150 kg de masa se acerca a la Tierra y alcanza una velocidad de 30 km-s™' cuando es-
ta a una altura sobre la superficie de la Tierra igual a 6 veces el radio de esta. Calcula:
a) Su peso a esa altura.
b) Su energia mecénica a esa altura.
Datos: G = 6,67-107"" N-m?* -kg% M(T) = 5,98-10** kg; R(T) = 6,37-10° m. (A.B.A.U. ord. 20)
Rta.:a) P, = 30,1 N; b) E = 6,61-10™ J.

Datos Cifras significativas: 3
Radio de la Tierra R=6,37-10°m

Masa de la Tierra M =5,98-10* kg
Constante de la gravitacion universal G=6,67-10" N-m*-kg™
Masa del meteorito m =150 kg

Velocidad del meteorito v =30,0 km-s™ = 3,00-10* m/s
Altura h=6R=3,82-10"m
Incognitas

Peso del meteorito a esa altura = fuerza gravitatoria que actia sobre él P,

Energia mecanica del meteorito a esa altura E

Otros simbolos

Radio de la 6rbita r

Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitacion universal, en modulos. F.=G Mm

(fuerza que ejerce un planeta esférico sobre un cuerpo puntual) ¢ ,»2

Energia cinética de una masa, m, que se mueve con una velocidad, v E =% m-+

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E =-— Mr n

Energia mecanica E=E +E

Solucion:

a) Se calcula la distancia del meteorito con la Tierra:
r=R+h=R+6R=7R=7-637-10° [m] = 4,46:10’ m

Se calcula el peso, que es la fuerza gravitatoria:

M-m _6,67-10 " [N-m* kg ?]-5,98- 10 [kg]-150 [ kg]

P,=F;=G—— =30,1 N
e r (4,46-10" [m])?
b) Se calcula la energia potencial:
—11 2 -2 24
E :_GM m __667-10 " [Nm" kg "]-598-10" [kg] 150[kg]:_1’34.109J

? r 4,46-10" [m]

Se calcula la energia cinética:
E.=m-+*/2 =150 [kg] - (3,00-10* [m/s])?/ 2 = 6,75-10*° ]
La energia mecanica es la suma de las energias cinética y potencial.

E=E.+E,=67510" [J] + (-1,34-10° [J]) = 6,61-10* ]
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e Masas puntuales

1. Considera dos masas de 2 kg y 4 kg fijas sobre el eje X en el origen y a x = 6 m, respectivamente. Cal-
cula:
a) Las coordenadas de un punto en el que el campo gravitatorio resultante valga cero.
b) El potencial gravitatorio en x=2m.
c) El trabajo realizado por la fuerza del campo gravitatorio para llevar una masa de 6 kg desde ese

punto hasta el infinito. Interpreta el signo del resultado.

Dato: G = 6,67-10""" N-m*-kg™. (A.B.A.U. extr. 19)
Rta.:a) x=2,5m; b) V=-1,3-10"J/kg; ¢) W= -8,0-107° J.

Datos Cifras significativas: 3
Masa en el origen M, = 2,00 kg

Masa en el eje X M, = 4,00 kg
Coordenada x de la masa en el origen X =0m

Coordenada x de la masa en el eje X x; = 6,00 m
Coordenada x para calcular el potencial X, = 2,00 m

Masa que se lleva al infinito m = 6,00 kg

Constante de la gravitaciéon universal G=6,67-10" N-m*kg™
Incognitas

Coordenadas de un punto en el que el campo gravitatorio resultante valga cerox, y

Potencial gravitatorio en x = 2 m V,

Trabajo de la fuerza del campo para llevar 6 kg desde x = 2 m hasta el infinito W
Ecuaciones

Ley de Newton de la gravitaciéon universal > M-m,
- F.=—G u,
(fuerza que ejerce cada masa puntual sobre cada una de las otras) -
Intensidad del campo gravitatorio que ejerce una masa M puntual en un punto 3 F o M .
a una distancia r §=—=-G6G—u,
m r

. . . . . M

Potencial gravitatorio en un punto debido a una masa M que dista rdel punto V=—G—
’
. . . . . . . M-m

Energia potencial gravitatoria (referida al infinito) E=m-V==G r

Trabajo del campo cuando se desplaza una masa desde el punto 1 al punto 2~ W,_,, = E,,— E,, = -AE,
Solucion:

a) El punto deber4 estar en el eje X entre las dos masas.
Su coordenada y sera y = 0.

El principio de superposicion dice que la intensidad de
campo gravitatorio en un punto, debido a la presencia
de varias masas, es la suma vectorial de los campos pro-
ducidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estuviese presente.

Para determinar el campo en un punto, se calculan los campos creados en ese punto por cada masa, y luego
se suman los vectores.

La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos masas puntuales o esféricas, My m, viene dada por la ley de la
gravitacién de Newton. G es la constante de la gravitacion universal y u; el vector unitario en la linea que
une las masas.

F=—G

El campo gravitatorio en un punto situado a una distancia, 7, de una masa, M, puntual es la fuerza sobre la
unidad de masa situada en ese punto.
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Para calcular su coordenada x. se escriben las expresiones de los campos gravitatorios creados en ese punto
por las masas y se aplica la condicion de que el campo resultante es nulo.
El campo gravitatorio en ese punto creado por la masa situada en el origen es:

m/s’

- M, _ 512,00 [kg]+ —1,33-107" =
2 =—G—",=—6,67-10"" [N-m* kg *] =817 = —1i
o b X

El campo gravitatorio en ese punto creado por la masa situada en x; = 6 [m] es:

M - . —10_>
£ =—G— U,=—6,67-10 " [N-mz-kg‘z]L[kg](—i j= 20710 5y

rl (6,00—x)° (6,00—x)

Por el principio de superposicion, el campo gravitatorio es la suma vectorial de los dos campos.

=8+ &=0
-1 ,33-10‘1°+ 2,67-10"°
x° (6,00—x
6,00—x)° 2,67-10 "
( 2):, 200
x 1,33-10
6,00 — x = £42,00 x
6,00
=———_=248m

1++2,00

Andalisis: La solucion es aceptable, puesto que se encuentra entre las dos masas. La otra solucion,
6,00

x=—-———=—14,5m estaria en un punto en el que ambos campos serian del mismo sentido y no se anula-
1— T,OO p q p y

rian.

El potencial gravitatorio en un punto, debido a la presencia de varias masas, es la suma de los potenciales
producidos en ese punto por cada masa, como si el resto de las masas no estuviese presente.

Para determinar el potencial gravitatorio en un punto, se calculan los potenciales creados en ese punto por
cada masa, y luego se suman.

La ecuacién del potencial gravitatorio en un punto situado a una distancia, r, de una masa puntual, M, es:

M
.

V=

G es la constante de gravitacién universal.
b) Se calcula el potencial gravitatorio en el punto x = 2 [m] creado por la masa situada en el origen:
2,00 [kg] _

M
V,=—G—=-6,67-10 " [N-m* kg *|=>—2=—6,67-10 " J/k
0 Y [ m - Kg ]Z,OO[m] J/kg

Se calcula el potencial gravitatorio en el punto x = 2 [m] creado por la masa situada en el punto x = 6 [m]:

M
V,=—G—=-6,67-10 " [N-m*-kg’] 4,00 [ke] =—6,67-10"" J/kg

r 6,00—2,00 [m ]
El potencial gravitatorio es la suma.

V=V, + Vi =(~6,67-107* [J/kg]) + (-6,67-107* [J/kg])= -1,33-107° J/kg

El campo gravitatorio es un campo conservativo, porque el trabajo que realiza la fuerza del campo, cuando
una masa se mueve entre dos puntos, es independiente del camino seguido y solo depende de los puntos
inicial y final. Se define una funcién escalar llamada energia potencial, E,, asociada al campo vectorial de
fuerzas, de modo que el trabajo realizado por la fuerza del campo al mover una masa entre dos puntos es
igual a la variacion de la energia potencial entre esos dos puntos, cambiada de signo.

W= -AE,

También se define otra magnitud escalar, llamada potencial eléctrico, que es igual a la energia potencial de
la unidad de masa.
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El trabajo realizado por la fuerza del campo, cuando una masa mueve del punto A al punto B, es:
Wasp =-AE, = -(Es — Epn) = (Epa— Egg) =m - Va—m - Vo= m (Va - Vp)

¢) Por definicién, la energia potencial (y el potencial) en el infinito es nula, por lo que el trabajo de la resul-
tante de las fuerzas gravitatorias cuando se lleva la masa en x = 2 [m] hasta el infinito es:

Wosw=-DNE,=~(Byw—Ep2)=Epo—Eyw=E,» = m- V,=6,00 [kg] - (-1,33-107 [J/kg]) = —8,00-107° ]

El trabajo de las fuerzas gravitatorias es negativo, (la fuerza del campo se oponen al desplazamiento hacia
el infinito) y el trabajo debera hacerlo alguna fuerza externa.

0 CUESTIONES

e Satélites.

1. Sea v. la velocidad de escape de un cuerpo situado en la superficie de la Tierra. La velocidad de escape
del cuerpo si este se sitda inicialmente a una altura medida desde la superficie igual a dos radios te-
rrestres, sera:

A)ve/3
B) ve /2
C) ve/ V3.
(A.B.A.U. extr. 24)

Solucion: C

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (Ec + Ep) = (Ec + Ep);

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.

La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Ew=(E.+E)x=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa M y radio R es:

EPZ_GM
R

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

Es:(Ec+EP)s:O+(_ G——
La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:

AE =% m-v.® = (E. + Ey)e — (Ec + Ep)s

M-m):GM'm
R

1
= mv:ZO—(—G
2

Despejando la velocidad de escape, queda:
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ve:qZGM
R

Si el cuerpo se encuentra a una altura h sobre la superficie da Tierra, en reposo respecto al suelo, su ener-
gia cinética es nula.
Como la altura es igual la dos radios terrestres, a la distancia r al centro de la Tierra es:

r=R+h=R+2R=3R

La energia mecanica a esa altura seria:

=G

A e
r 3R

La velocidad de escape a esa altura ve, le comunicaria la energia AE necesaria para situarlo en el infinito.
AE =% m- Ve = (Ee + Ey)o — (Ec + E);
M -m) M-m

1
—mvz_hzo— -G =G
2 3R 3R

Despejando la velocidad de escape, queda:
M 1 M_ v
=42G—==4/=42CG—=—
I Y \EV R V3

2. Un satélite se mueve en una 6rbita estable alrededor de un planeta. Su momento angular respecto al
centro del planeta:
A) Aumenta indefinidamente.
B) Es cero.
C) Permanece constante.
(A.B.A.U. extr. 24)

Solucion: C

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas centrales, en las que la fuerza gravitacional que ejerce el pla-
neta sobre un satélite tiene la misma direccién (y sentido contrario) que el vector de posicion del satélite
colocando el origen de coordenadas en el planeta.

El momento angular, Lo, de una particula de masa m que se mueve con una velocidad v respecto a un pun-
to O que se toma como origen es:

Lo=rxm-v
Para estudiar su variacion, se deriva con respecto al tiempo:

d_I: - 3 - = -

O:d(rxm 1'):d—r><m~Tz+F><7d(m v):$><m-Tz+?><F
dt dt dt dt

El primer sumando da el vector 0 (cero) porque la velocidad, v, y el

momento lineal, m - v, son paralelos.

[vxm-v|=[v]-m-|v|]-sen0=0

El segundo sumando también da el vector 0 porque, al ser el campo de :
fuerzas un campo central, el vector de posicion, r, con origen en el ‘
punto origen del campo y el vector fuerza (dirigido hacia ese origen)
son vectores paralelos de sentido contrario.

7 xF|=[r|[F| - sen 180° = 0 T

La derivada es cero.
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Cuando una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales, el momento angular, Lo, respecto al pun-
to origen de la fuerza es un vector constante, ya que su derivada es cero.

3. Un satélite artificial describe una orbita circular alrededor de la Tierra. El trabajo que realiza la fuerza
de la gravedad sobre el satélite a lo largo de media orbita es:
A) Positivo.
B) Negativo.
C) Nulo.
(A.B.A.U. ord. 23)

Solucion: C

El trabajo realizado por una fuerza sobre un cuerpo es igual al producto escalar de la fuerza por el despla-
zamiento del cuerpo:

W=F-Ar

La fuerza gravitatoria es una fuerza central que actia siempre en la direccién del centro de la Tierra, mien-
tras que el desplazamiento del satélite es tangencial a su orbita. Como la érbita es circular, la fuerza y el
desplazamiento son perpendiculares entre si en todo momento.

Dado que el producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero, el trabajo realizado por la fuerza gra-
vitatoria sobre el satélite a lo largo de cualquier trayectoria, por ejemplo media 6rbita, es cero.

4. Dos satélites artificiales describen drbitas circulares alrededor de un planeta de radio R, siendo los ra-
dios de sus orbitas respectivas 1,050 Ry 1,512 R. La relacién entre sus velocidades de giro es:
A) 1,2
B) 2,07
C) 4,4
(A.B.A.U. ord. 21)

Solucion: A

La velocidad de un satélite que gira a una distancia, 7, alrededor de un astro de masa M, es:

G-M
V=
r

La velocidad lineal de un satélite en una drbita es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del radio de
la orbita.

v, - VI = v, - ¥r, = VG - M = constante

&_\/E_/l,SlZ-R_lz
v, {r, V105R

Como el radio de la 6rbita 1 es menor que el de la 6rbita 2, la velocidad del satélite en la 6rbita 1 serd ma-
yor.

5. Un satélite gira alrededor de un planeta en una trayectoria eliptica. ;Cual de las siguientes magnitu-
des permanece constante?:
A) El momento angular.
B) El momento lineal.

C) La energia potencial.
(A.B.A.U. extr. 20)

Solucion: A
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El campo gravitatorio es un campo de fuerzas centrales, en las que la fuerza gravitatoria que ejerce el pla-
neta sobre un satélite tiene la misma direccion (y sentido contrario) que el vector de posicion del satélite
colocando el origen de coordenadas en el planeta.

El momento angular, Lo, de una particula de masa m que se mueve con una velocidad v respecto a un pun-
to O que se toma como origen es:

Lo=rxm-v
Para estudiar su variacion, se deriva con respecto al tiempo:

di, d(Fxm-¥) d¥ . . d(m-?)
= = X . + X

dt drdr VT A

El primer sumando da el vector 0 (cero) porque la velocidad, v, y el

momento lineal, m - v, son paralelos.

[vxm-v|=[v|]-m-|[v|-sen0=0

El segundo sumando también da el vector 0 porque, al ser el campo de
fuerzas un campo central, el vector de posicion, r, con origen en el ‘
punto origen del campo y el vector fuerza (dirigido hacia ese origen)
son vectores paralelos de sentido contrario.

[rxF|=r|-|F|-sen180° =0

La derivada es cero.

dt:

Cuando una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales, el momento angular, Lo, respecto al pun-
to origen de la fuerza es un vector constante, ya que su derivada es cero.

Las otras opciones: _ _
B. Falsa. El momento lineal, p, de un objeto de masa m que se mueve a una velocidad v, vale:
Pom-v

Como el momento angular es constante, al variar la distancia, T, del satélite al planeta, también variara su
velocidad v. Ademas, la direcciéon cambia la medida que el satélite se desplaza alrededor del planeta.
C. Falsa.
La energia potencial gravitatoria, tomando cémo origen de energia el infinito, viene dada por la expresion:
M-m

r

E,=-G

Siendo M la masa que origina el campo gravitatorio, (en este caso la del planeta), m es la masa del objeto
que gira a su alrededor (el satélite), r la distancia entre ambos cuerpos y G la constante de la gravitacion
universal.

En una orbita eliptica, con el planeta situado en uno de los focos, la distancia del satélite al planeta no es
constante. Por lo tanto, la energia potencial tampoco es constante.

6. Laexpresion que relaciona la energia mecanica de un satélite que describe una orbita circular alrede-
dor de un planeta y su energia potencial es:

A) En = -E,
B) Em =% E,
Q) Em=01E,

(A.B.A.U. extr. 19)
Solucion: C

La energia cinética de un objeto de masa m, que se mueve con velocidad v, es directamente proporcional al
cuadrado de su velocidad.
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E.=%m-+V

La energia potencial gravitatoria de un satélite de masa m, que gira alrededor de un astro de masa M, en
una Orbita de radio r, es inversamente proporcional al radio de la 6rbita.

M-m
r

E,=—G

Donde G es la constante de la gravitacién universal.
La energia mecanica de un cuerpo de masa m, que se encuentra en 6rbita de radio r alrededor de un astro
de masa M, es la suma de sus energias cinética y potencial.

E:EC+Ep:%m'vZ+(—GM’m)

r

La velocidad de un satélite que gira a una distancia r alrededor de un astro de masa M es:

G-M
V=
r

Sustituyendo v, la expresion de la energia cinética queda:

La expresion de la energia mecanica queda:
M-m
r

E:EC+EP=%m-v2—GM'm:%G M"”—GM"”:—%G
r r r

La energia mecanica de un satélite en Orbita es igual a la mitad de la energia potencial.

1
E:EEP

7. Un satélite describe una orbita eliptica alrededor de la Tierra. Considerando su posicion en dos pun-
tos de la 6rbita, se cumple:
A) La velocidad orbital del satélite es la misma en ambos puntos.
B) La energia mecanica del satélite es la misma en ambos puntos.
C) El momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra es distinto en ambos puntos.
(A.B.A.U. ord. 18)

Solucion: B

El campo gravitatorio es un campo de fuerzas conservativo. El trabajo de la fuerza gravitatoria, cuando una
masa se desplaza de un punto 1 a un punto 2, es independiente del camino seguido y solo depende de los
puntos inicial y final. Se define una magnitud llamada energia potencial, E,, de forma que el trabajo, W, de
la fuerza gravitatoria es igual a la variacion (cambiada de signo) de la energia potencial.

W]HZ = Ep1 - EpZ = _AEP

Como el trabajo de la fuerza resultante es, por el principio de la energia cinética, igual a la variacion de
energia cinética:

Wresultante) = E., — E.; = AE,
Si la Unica fuerza que realiza trabajo es la fuerza gravitatoria, ambos trabajos son iguales:
Wi, = W(resultante)
Eyi — Epp = Ecs — Eca
Agrupando términos:
Ey+ Eq=Ep + E,

La energia mecanica (suma de la energia cinética y potencial) se conserva.
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Las otras opciones:

A'y C. Falsas. El momento angular del satélite respecto a la Tierra es constante.

Siel momento angular es constante, al variar la distancia, r, del satélite a la Tierra, también variara su velo-
cidad, v.

8. Para saber la masa del Sol, conocidos el radio de la érbita y el periodo orbital de la Tierra respecto al
Sol, se necesita tener el dato de:
A) La masa de la Tierra.
B) La constante de gravitacion G.
C) El radio de la Tierra.
(A.B.A.U. ord. 17)

Solucion: B

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

F,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En mddulos:

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracion tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracion normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.

sF=F;

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracioén directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m 3]

F.=m-ay
Sustituyendo la expresién del mddulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

M- -m v

5 =

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

V_ZJ'IZ'}’
T




Fisica A.B.A.U. GRAVITACION 34

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

(Zn-r)Z_G-M

T r

Agrupando términos:
47°-r=G-M-T

Despejando la masa del Sol, queda:

e Campo gravitatorio.

1. Siel peso de una masa m en la superficie de un planeta esférico de radio rvale 80 N, el peso de esa
misma masa m en la superficie de un nuevo planeta esférico de radio 2 rsera:
A)20 N
B) 40 N
C) 160 N
Nota: la densidad de los dos planetas es la misma. (A.B.A.U. extr. 23)

Solucion: C

El peso de una masa en un planeta es la fuerza que ejerce el planeta sobre ella, que viene dada por la ley de
Newton de la gravitacion universal:

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, M es la masa del planeta, m es la masa del
cuerpo y res la distancia del objeto al centro del planeta, o sea, el radio del planeta.

Si la densidad de los dos planetas es la misma, eso significa que la masa del planeta de radio 2 r sera ocho
veces mayor que la masa del planeta de radio r, ya que la masa es proporcional al volumen y el volumen de
una esfera de radio res V =4/3 7t r*, proporcional al cubo de su radio.

Por tanto, llamando p a la densidad, M, y r; a la masa y al radio del primero planeta, y M,y r; a la masa y al
radio del segundo planeta, tenemos que:

r2=2'}’1
M,=p4/3nri=p4/3n(2-n)’=2"-(p4/3nr)=8M,

Sustituyendo estos valores en la formula de la fuerza de gravitacion, obtenemos que el peso en el primero
planeta es:

M, -m
F,=G—
rl
El peso en el segundo planeta es:
M, m &M, -m 8§ M -m
F,=G 2 =G 2 o2 2 =2F,
ry (Z-rl) 2 ri

El peso en el segundo planeta es el doble que en el primer planeta. Si en el primer planeta pesa 80 N, en el
segundo pesara 2 - 80 = 160 N.

2. ;Doénde se encontrara el punto en el que se anulan las intensidades de campo gravitatorio de la Luna
y de la Tierra?:
A) En el punto medio entre la Tierra y la Luna.
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B) Mas cerca de la Tierra.
C) Mas cerca de la Luna.
(A.B.A.U. extr. 22)

Solucion: C
La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un objeto de masa m que se encuentra a una
distancia, r, se rige por la ley de Newton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

> >
F.,=—G u,

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite.

La intensidad, g, del campo gravitatorio debido a una masa, M, en un punto que se encuentra a una distan-
cia r de ella, es directamente proporcional a la masa e inversamente proporcional al cuadrado de la distan-

cia.

Por el principio de superposicion, el campo gravitatorio en un punto, debido a dos masas, es la suma vecto-
rial de los campos producidos por las masas. En un punto 0, situado entre la Tierra y la Luna, vendra dado
por la expresion:

M
- - - T > L >
gO_gOT+g0L__G 2 ur+ -G 2 u,
Ir ry

El punto en que se anulan estara situado en la linea que une ambos astros a unas distancias de ellos que
anulen el campo:

rr ry

Como la masa de la Tierra es mucho mayor que la de la Luna, la distancia del punto a la Tierra debe ser

mayor que a la Luna.
M M
2 T 2 T
rr= ry = = > r
M; M,

El punto se encontrara mas cerca de la Luna.

3. Dado un planeta esférico de masa M con radio la mitad del radio terrestre e igual densidad que la Tie-
rra. La relacion entre la velocidad de escape de un objeto desde la superficie del planeta respecto a la
velocidad de escape de dicho objeto desde la superficie de la Tierra es:

A) 0,5
B) 0,7
C)4
(A.B.A.U. extr. 21)

Solucion: A

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccién, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (E. + Ep)e — (Ec + Ep)s

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
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Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.
La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:

Ee=(E:+E)x=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa M y radio R es:
M-m

E=-G=

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

Es:(Ec+Ep)s:O+(_G—'):—G%

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:
AE=Y% m-v.” = (E. + E))o — (Ec + Ep)s

M-m):GM-m
R

1
= mszO—(—G
2

ve=q2GM
R

La densidad es la masa de la unidad de volumen de un cuerpo. Como el volumen de una esfera de radio R
es V=4/3 n R®, la masa M de una esfera de radio Ry densidad p es:

M=V-p=4/3nR.p

Despejando la velocidad de escape, queda:

Sustituyendo esta expresion en la velocidad de escape de la Tierra

M 4/37R-
=126 =y 2622 I3 G R - p
Ry Ry

La expresion semejante para el planeta P de masa M seria:

v, =V8/3TGR}-p

Dividiendo la segunda entre la primera quedaria:
Ve V8/37G-Ry-p  |8/3nGp-Ry Ry
Ver V8/3nG-Ri-p |8/37n6p-Ry Rp

Vp RP_1/2RT:1

VeT:R_T_ Ry 2

Como Ry = % Ry

5

4. Para escalar una montana podemos seguir dos rutas diferentes: una de pendientes muy suaves y otra
con pendientes muy pronunciadas. El trabajo realizado por la fuerza gravitatoria sobre el cuerpo del
montafiero es:

A) Mayor en la ruta de pendientes muy pronunciadas.
B) Mayor en la ruta de pendientes muy suaves.
C) Igual en ambas rutas.
(A.B.A.U. ord. 20)

Solucion: C

La fuerza gravitatoria es una fuerza conservativa. Se puede definir una magnitud, llamada energia poten-
cial, que depende solo de la posicién, ademas de la masa. En el caso de la fuerza gravitatoria cerca de la su-
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perficie de la Tierra.

Eqj =m-g- h
El trabajo realizado por una fuerza conservativa es independiente del camino, inicamente depende de los
puntos inicial y final.

Wlﬂz = Epl - EpZ = _AEP
Wl*}Z =m:- g . ('Ah)

El trabajo inicamente depende de las alturas inicial y final.

5.  Siun planeta, manteniendo su masa, aumentase su radio, la velocidad de escape desde la superficie
de planeta:
A) Aumentaria.
B) Disminuiria.
C) No variaria.
(A.B.A.U. extr. 18)

Soluciéon: B

La velocidad de escape de un astro es la velocidad minima adicional que habria que comunicar a un cuerpo
sometido a su campo gravitatorio, para situarlo en un punto en el que no esté sometido a dicha atraccion, a
una distancia infinita del centro del astro.

La velocidad de escape le proporcionaria la energia, AE, necesaria para situarlo en el infinito.

AE = (Ec + Ep)oo - (Ec + Ep)l

En el infinito la energia potencial es nula, porque se toma como origen de energias potenciales.
Teniendo en cuenta que la velocidad de escape es la velocidad minima, la energia cinética que tendria el
cuerpo en el infinito seria nula.
La energia mecanica, suma de las energias cinética y potencial, en el infinito seria nula:
Eo=(E.+E)x=0+0=0
La energia potencial de un cuerpo de masa m situado en la superficie de un astro de masa My radio R es:
M-m
Ep==CTp

Si el cuerpo se encuentra en la superficie del astro, en reposo respecto al suelo, su energia cinética es nula.
La energia mecanica en la superficie del astro seria:

E=(E+E,),=0+|—cM M| gMm
P R R

La velocidad de escape v. le comunicaria la energia necesaria para situarlo en el infinito:
AE =% m-v.® = (E. + Ey)e — (Ec + Ep)s

M-m :GM-m
R R

ve=q2GM
R

Si aumentase el radio del planeta, manteniendo su masa constante, la velocidad de escape disminuiria.

1
= mvizo—(—G
2

Despejando la velocidad de escape, queda:

6. Sila masa de un planeta es el doble de la masa de la Tierra y el radio es cuatro veces mayor que el de
la Tierra, la aceleracion de la gravedad en ese planeta con respecto a la de la Tierra es:
A) 1/4
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B) 1/8
C) 1/16.
(A.B.A.U. ord. 18)

Solucion: B

La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un objeto de masa M, sobre otro objeto de masa m que se encuentra a
una distancia r, se rige por la ley de Newton de la gravitacion universal:

M-m.

;U
r

-
F,=—G .
En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccién de la
linea que une ambos objetos.

Para un planeta de masa M, y radio R, la expresion, en modulos, de la fuerza gravitatoria en un punto de su
superficie es:

Si la Gnica fuerza es la gravitatoria, la aceleracion de la gravedad se obtiene de la segunda ley de Newton,
que dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracion directamente proporcional a la
fuerza, siendo la masa, m, del objeto la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:
X F=ma = Fo=myg

Sustituyendo la expresién del mddulo Fg, de la fuerza gravitatoria, queda:

GM-Zm
Fs_ R _ M
g_m_ m B R2

La aceleracion de la gravedad, g, en un punto de la superficie de un planeta de masa M, y radio R, es direc-
tamente proporcional a la masa del planeta e inversamente proporcional al cuadrado de su radio.

Si la masa de un planeta es el doble de la masa de la Tierra y el radio es cuatro veces mayor que el de la
Tierra, la aceleracion, g, de la gravedad en su superficie sera la octava parte de la gravedad en la Tierra.
M, _2M; 2 M; g

=G2L=g_ T 25T
STURT V(4R 160 RL 8

7. La masa de un planeta es el doble que la de la Tierra y su radio es la mitad del terrestre. Sabiendo que
la intensidad del campo gravitatorio en la superficie terrestre es g, la intensidad del campo gravitato-
rio en la superficie del planeta sera:

Adg
B)8 g
C)2g
(A.B.A.U. extr. 17)

Solucion: B

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un objeto de masa M, sobre otro objeto de masa m que se encuentra a
una distancia r, se rige por la ley de Newton de la gravitacion universal:

M-m.

;U
r

-
FG - G r
En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une ambos objetos.

La intensidad del campo gravitatorio es la fuerza sobre la unidad de masa:
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. _gMmy
- FG r M—»
g=—"= =—G— 14,
m m r

El valor de la intensidad, g, del campo gravitatorio producido por un planeta de masa M, y radio R, en un
punto de su superficie, es directamente proporcional a la masa del planeta e inversamente proporcional al
cuadrado de su radio. En médulos:

M
§=G I’
Si la masa de un planeta P es el doble de la masa de la Tierra y su radio es la mitad que el de la Tierra, la
aceleracion, g, de la gravedad en su superficie sera la ocho veces mayor que la gravedad en la Tierra.
M, 2-Mp 2 M,

=G—'=G =—~-G—"=8
STVRT T (R2) (1/4) R ST

0 LABORATORIO

1. a) A partir de los siguientes datos de satélites que orbitan alrededor de la Tierra determine el valor de
la masa de la Tierra.
b) Si el valor indicado en los libros de texto para la masa de la Tierra es de 5,98x10** kg, ;qué incerti-
dumbre relativa obtuvimos a partir del calculo realizado?

Satélites Distancia media al centro da Terra / km | Periodo orbital medio /min
DELTA 1-R/B 7595 158
03B PFM 14429 288
GOES 2 36005 1449
NOAA 7258 102
DATO: G = 6,67x107"* N-m*-kg™. (A.B.A.U. ord. 24)

Rta.: a) M = 3,63-10% kg;b) 6 = 39 %.
Solucion:

La fuerza gravitatoria, Fg, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-
dor en una orbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

M-m

2
r

2 -
F,=—G u,
En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direcciéon de la
linea que une el astro con el satélite. En modulos:
M-m

2
r

Fo=G

En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leraciéon tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la nica fuerza que actia.
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yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los modulos, queda:

> -
|Z F |: m-|a|

F.=m-ay
Sustituyendo la expresién del modulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:
M-m W

=M —
r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo T es:

2w-r
V=
T

Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

(Zn-r)z_G-M

T r

Agrupando términos:

4m*-r=G-M-T

Reescribiendo esta ecuacion para expresar la relacion 80 -
entre los cubos de los radios de las 6rbitas y los cuadra- 204
dos de los periodos queda:
, 60 -
r_GM
T 4 g ]
2]
, . : & 40-
La pendiente de la recta de la grafica obtenida en una g
hoja de célculo es: e 307
pendiente = 1,03-10* km®/s* = 6,14-10" m*/s? 207
10+
Despejando la masa M de la Tierra queda: 0
I I I I I I I I I !
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
1R (/1022 m?)
2 . 2 12 27 2
YL pendiente _ 4-3,14°-6,14-10 [m°/s ]:3’63'1024 kg

G 6,67-10 "' [N-m’- kg ]

Analisis: El resultado es bastante diferente al valor de los libros 5,98-107* kg, aunque del mismo orden de mag-
nitud.

Pero en la prueba no disponemos de una hoja de calculo. La pendiente de la recta dibujada en un papel
puede aproximarse al cociente de los datos mas altos:
Ty _4,67-10" [km] , km® (10°m)’

=2,22-10" — =6,18-10" m’/s
T? 2,10-10° [min]’ s> (1km)’

2

Que es casi el mismo resultado que la pendiente obtenida en la hoja de calculo.
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Otro valor similar al de la pendiente seria el promedio de los cocientes.

T? r’ ri/T?
Satélite (s?) (m®) (m*/s?)
DELTA 1-R/B 8,99-107 4,38-10%° 4,87-10"
O3B PFM 2,99-10° 3,00-10%* 1,01-10%
GOES 2 7,56-10° 4,67-10% 6,18-10"?
NOAA 3,75-107 3,82:10%° 1,02-10*
r¥/T? (media) = 7,83:10" m®/s?

El valor medio es 7,83-10" m®/s* que daria una masa de la Tierra:

3

47’ r 4-3,14° 222 2
= —= > -7,83-10° [m"/s"]=4,63-10" k
G T 6,67-10 " [N-m® kg ’] &
Este valor es bastante diferente al de la pendiente, lo que hace sospechar de la validez de los datos.

b) La incertidumbre es el cociente de la diferencia entre el valor calculado y el «correcto» entre el valor
«correctox»:
IM = M| |3,63-10"—5,98-10%|

5=
M 5,98-10%

=0,39=39 %

Analisis: Resolvi el ejercicio con la hoja de calculo Fisica Lab (es) pero la incertidumbre obtenida, jera del 39 %!
Buscando en la web encontré un error en el radio medio de los satélites GOES. Resulta que son satélites geoesta-
cionarios, pero la distancia que da el enunciado del problema es: [la altura! en vez de la distancia al centro de
la Tierra.

Los datos del satélite DELTA 1-R/B no coinciden con los de la pagina web: DELTA 1 R/B Satellite details 1969-
101B NORAD 4251 (n2yo.com), ni el periodo (312 min) ni el radio promedio de la érbita (en la pagina no da el
valor del radio promedio, sino el perigeo, 375 km, y el apogeo, 17 342 km, pero el promedio de estos valores es
8860 km). Sustitui los valores del enunciado por los de la pagina web, y entonces la incertidumbre fue del 0,7 %.

2. A partir de medidas del radio, r, y del periodo, T, de cuatro satélites que orbitan la Tierra se obtiene la
tabla anexa. Representa esos datos en una grafica y determina a partir de ella la masa de la Tierra.

Satélite T’/s? r’/km®
1 3,18-10"| 3,29-10"
2 3,89-107| 4,05-10"
3 4,75-107 | 4,93-10"
4 1,44-10®| 1,48-10*2

Dato: G = 6,67-107"" N-m*-kg™>. (A.B.A.U. ord. 19)

Solucion:
La fuerza gravitatoria, Fs, que ejerce un astro de masa M sobre un satélite de masa m que gira a su alrede-

dor en una 6rbita de radio r, es una fuerza central, esta dirigida hacia el astro, y se rige por la ley de New-
ton de la gravitacién universal:

->
ur

En esta expresion, G es la constante de la gravitacion universal, y u,, el vector unitario en la direccion de la
linea que une el astro con el satélite. En médulos:



https://www.n2yo.com/satellite/?s=4251
https://www.n2yo.com/satellite/?s=4251
https://alfonbarba.github.io/GitHub/Calculos/FisicaBachLabEs.pdf
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En muchos casos la trayectoria del satélite es practicamente circular alrededor del centro del astro. Como la
fuerza gravitatoria es una fuerza central, la aceleracion solo tiene componente normal, ax. Al no tener ace-
leracién tangencial, el mddulo, v, de la velocidad lineal es constante y el movimiento es circular uniforme.
La aceleracién normal, en un movimiento circular uniforme de radio 7, se obtiene de la expresion:

Como la fuerza gravitatoria que ejerce el astro sobre el satélite es mucho mayor que cualquier otra, se pue-
de considerar que es la tnica fuerza que actta.

yF= ?G

La 2.% ley de Newton dice que la fuerza resultante sobre un objeto produce una aceleracién directamente
proporcional a la fuerza, siendo su masa, m, la constante de proporcionalidad.

sF=m-a
Expresada para los médulos, queda:

2 Fl=m 3]

F.=m-ay

Sustituyendo la expresion del moédulo, Fs, de la fuerza gravitatoria, queda:

2

M-m v
2 =m—

r r

G

Despejando la velocidad orbital del satélite, queda:

G-M
r

V=

La velocidad en un movimiento circular uniforme de radio ry periodo Tes:
_2w;-r
T
Igualando esta expresion con la anterior y elevando al cuadrado queda:

2n-r\' _G-M
T r

Agrupando términos:

4n*-rP=G-M-T

Reescribiendo esta ecuacioén para expresar 1,60E+12
la relacion entre los cubos de los radios de 1,40E+12 =1 03E+04T?
las drbitas y los cuadrados de los periodos 1,20E+12 '
queda: 1,00E+12
r GM £ 800E+11
T® 47° T 6,00E+11
4,00E+11

La pendiente de la recta de la grafica obte-

. . . 2,00E+11
nida en una hoja de célculo es: 00E+
0,00E+00
pendiente =1,03-10* km?/s* = 1,03-10"*> m?®/s® 0,00E+00 5,00E+07 1,00E+08 1,50E+08 2,00E+08
Despejando la masa M de la Tierra queda: Tels?
470’ - pendiente _4-3,14°-1,03-10" [m’/s’
m=2"P = [m/s"]_¢ 06 10% kg

G 6,67-10 " [N-m*-kg ’]

Analisis: El resultado es semejante al valor correcto 5,96-10** kg.
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Pero en la prueba no disponemos de una hoja de célculo. La pendiente de la recta dibujada en un papel
puede aproximarse al cociente de los datos mas altos:
ry 1,48-10" [km]’ , km® (10’'m)’

= 21,0310 — =1,03-10" m*/s’
T  1,44-10°[s] s> (1km)’
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Que es el mismo resultado que la pendiente obtenida en la hoja de calculo.
Un valor mejor seria el promedio de los cocientes.

Satélite T?/s*|  rP/km?| r¥/T? (km?/s?)
1 3,18-107 | 3,29-10"* 1,03-10*
2 3,89-107 | 4,05-10" 1,04-10*
3 4,75-107 | 4,93-10"* 1,04-10*
4 1,44-10%| 1,48-10" 1,03-10*

El valor medio es 1,04-10* km?/s* = 1,04-10" m®/s* que daria una masa de la Tierra 6,13-10** kg.

Actualizado: 16/07/24
ACLARACIONES

Los datos de los enunciados de los problemas no suelen tener un nimero adecuado de cifras significa-
tivas, bien porque el redactor piensa que la Fisica es una rama de las Matematicas y los nimeros en-
teros son nimeros «exactos» (p. ej. la velocidad de la luz: 3-10° m/s cree que es

300000 000,000000 000 000 000... m/s) o porque adn no se ha enterado de que se puede usar calculadora
en el examen y le parece mas sencillo usar 3-10® que 299 792458 m/s).

Por eso he supuesto que los datos tienen un nimero de cifras significativas razonables, casi siempre
tres cifras significativas. Menos cifras darian resultados, en ciertos casos, con una incertidumbre des-
medida. Asi que cuando tomo un dato como ¢ = 3-10®* m/s y lo reescribo como:

Cifras significativas: 3

¢ =3,00-10° m/s

Lo que quiero indicar es que supongo que el dato original tiene tres cifras significativas (no que las
tenga en realidad) para poder realizar los calculos con una incertidumbre mas pequena que la que
tendria en ese caso. (3-10° m/s tiene una sola cifra significativa, y una incertidumbre relativa del 30 %.
Como las incertidumbres se suelen acumular a lo largo del calculo, la incertidumbre final seria inad-
misible. Entonces, ;para qué realizar los calculos? Con una estimacion seria suficiente).

Cuestiones y problemas de las Pruebas de evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad (A.B.A.U.y
P.A.U.) en Galicia.

Respuestas y composicion de Alfonso J. Barbadillo Maran.

Algunos calculos se hicieron con una hoja de célculo de LibreOffice del mismo autor.

Algunas ecuaciones y las formulas organicas se construyeron con la extension CLC09 de Charles Lalanne-Cassou.
La traduccion al/desde el gallego se realiz6 con la ayuda de traducindote, y del traductor de la CIXUG.

Se procuré seguir las recomendaciones del Centro Espafiol de Metrologia (CEM).

Se consulto al Copilot de Microsoft Edge y se tuvieron en cuenta algunas de sus respuestas en las cuestiones.
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https://tradutor.cixug.gal/
http://www.traducindote.com/index.php
http://extensions.services.openoffice.org/project/quick_formule
https://es.libreoffice.org/
https://alfonbarba.github.io/GitHub/calculo.html
mailto:abarbadillomaran@edu.xunta.es
https://alfonbarba.github.io/GitHub/index.html
https://ciug.gal/gal/abau/exames

Fisica A.B.A.U. GRAVITACION 45

Sumario

GRAVITACION

PROBLEMAS. ...ttt ettt et nes 1
SALELIEES ...ttt s s s st bt 1
CAMPO GTAVIEALOTIO ...ttt sttt sttt 21
MASAS PUNBUGLES. ...ttt s s s st sttt sttt 26

CUESTIONES.......oieeeeeeiintneiseiete et st sttt nae s nae 28
SAECLILS.....oevireireeeeeieee sttt sttt ettt sttt sttt st sttt 28
CAMPO GTAVIEALOT IOttt sttt ettt et b st s e s eanacs 34

LABORATORIO........coiiieieeieeeieieieiseiseee et see s ses s s s st asesse st ssssasssess s sssssessssessessessessessesssessesesns 39

Indice de pruebas A.B.A.U.

2007 ettt et b et et e bt et e s h e e b e et e s h e et e et e eat et e et e bt et e e uteabeeateeateabe et e e bt et e et e bt e beeat e be e besat e beebesaeebaeeane
1o (O )ittt bbb bbb bbb et b bt et b e et b e et b b et bbb esessnaseseseaeseas 19, 33
2. (BXEL.) ettt ettt ettt sttt et a et e b e a et et a et s a et s b e et et b et et b an s et s et et s s s tetenas s 17, 38
20T ettt ettt et b et et e b e e e s h e e b e e a b e e a e et e e a e e a e e a b e e a e e bt e At e e a e e bt e ateeh e e bt e a b e e bt et e e a e e bt e besate bt e besht e beenbesaeenbeeenne
1o (O )ittt ettt sttt b bbb et b b et bbb st et b e et bt as e bbb et bbb eses s e e s s b esesens 32,38
2. (EXLEL.) ettt ettt ettt ettt ettt ettt e a e bbb e et et b e b et b e e e bbb et et b b et et s b e e et s s a st et asant et s sasaetetessanasenes 37
2079ttt ettt et e bbb e et e ettt e bRt s h e R bRt b et R e Rt s he Rt b et e b et b e e e bt aese s e bt ene
L (OTA.)-eeeeeeeeeeeeee e seeeeesesssee e e eeeesees s eeeseeses s eeeeeenesss e eeseeeesessseseeenees 15, 41
P (=5 5 ) TS OO U OO OO TP TP U TP 26, 31
20201ttt ettt ettt a e e bR e Rt R e et R et R et e Rt R et e R e Rt R Rt s s Rt R e st R et bt e st n s e neneene
1o (OF@L) ettt b st b s bbbt e bt b e bt bt A b st b et b et b et b et b et b et b ettt et e bbb b b s anas 25, 36
2. (EXLEL. )ittt ettt et b bbbt b e e bbb e e bbb a et bbb et b b e e bbb a et b a et b b ee b e b b an e b b nantebesan s 13, 30
2021ttt Rt b e R Rt e et R et st s a et Rt R et et e et s et s e st Rt h et a e st n e neentene
1o (OF @)ttt bbb bbb sas bbb s b e b e bt bt e b A b AR bR e AR e A bR bR a bR R bR e et b etk b bbb bbb s enas 23, 30
2. (EXEL.) ittt ettt a et b st b e bt st b et b et b et b et b et bbb et b et b et s et et ene 12, 35
2022ttt et e st e st e et et e et e et et e et e et e e bee st e st e tee st eaatenteent e seenteasteseensaesteseente st e seeate st et e et e bt e seaseebeensenseenseeennne
1o (OF @)ttt b st b bas bt b s sss bt b st b et b s b s Seb S b SRS R s AR A bR b AR R AR e A bRt b e bR R s bae b ban s et ebesesne 9
2 (EXEL.) ettt ettt ee bbb et e bt b e b e b e bt bt bt bt b et b et b et b et n et s et ns et e 7,35
2023ttt et et et e et et e b e et e et e et e et e es e et e eat e st enbeeat e st enteeateateea b e e st eate et easeebe et e bt e teeae e be e seeaeenbeeteeseenseeenne
1o (O ) ettt sttt bbbt bbb e et b b et et s et bbbt et sa b nant s nar et et enaraen 5,30
2. (EXEL.) ettt ettt bbb e e b e e bt e b e b A b A A bt ettt b e b b e b b e b b et s et s et ne et e 2,34
2024ttt ettt et st e b e et e e a e et e et e e a e et e et e st ea b e e at e se et e e ateahe et e atebe et e ehe e be st e bt e besae e be e besaa e beenbessaenbaeenane
3 R (o) o ) OO OO OO OO T PO T P EOT T U STUUURP 22,39



